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Prefaci
Aquest treball va comenc¸ar segurament a gestar-se l’any passat, fent classe a Lausanne, en concret de Teoria
K. Alla` vaig descobrir que era una a`rea de les matema`tiques que m’interessava molt, pero` vaig descobrir
tambe´, que no tenia la base suficient, especialment pel que fa a a`lgebra commutativa per a seguir avanc¸ant.
Tot i que vaig aprovar la assignatura, vaig decidir, doncs, dedicar el treball de final de carrera que tenia la
opcio´ de fer, a l’a`lgebra commutativa.
Vull agra¨ır a en Francesc Planas tota l’ajuda i atencio´ que m’ha dedicat al llarg d’aquest proce´s, la pacie`ncia
que ha tingut amb la meva organitzacio´ i la guia que m’ha sabut anar donant.
Resum
Paraules clau: A`lgebra commutativa, Anells primers, Dimensio´ de Krull, Mı´nim nombre de generadors, Anells
Noetherians
MSC2000: 13
Aquest treball consta de dues parts. En primer lloc s’ha fet una molt ba`sica, tot i que prou a`mplia introduccio´ a
l’a`lgebra commutativa, una a`rea de les matema`tiques que gairebe´ no es toca durant la carrera. En la segona part
s’ha aprofitat aquesta introduccio´, i aquests coneixements d’a`lgebra commutativa per a centrar-se en un problema
me´s concret: L’estudi del nombre mı´nim de generadors d’ideals primers en anells de dimensio´ 3. S’ha estudiat un
article de T.T.Moh en el que es prova que no hi ha una cota uniforme al nombre de generadors d’aquests ideals.
Abstract
Keywords: Commutative algebra, Prime ideals, Krull dimension, Minimum number of generators, Noetherian rings
MSC2000: 200013
This project consists of two parts. To start, there is a very basic but wide enough introduction to commutative
algebra, a topic in mathematics which we have barely seen during the degree. In the second part this introduction
and this knowledge has been used in order to focus in a more specific problem: The study of the minimum number
of generators for prime ideals in rings of Krull dimension 3. We study an article of T.T.Moh, in which he proves that





Notacio´, convencions i introduccio´
1. Notacions i convencions
Al llarg d’aquest treball, els anells A que considerarem seran sempre anells commutatius amb element
unitat, 1A, i els homomorfismes d’anells que considerarem respectaran sempre l’element unitat. Una element
invertible e´s un element de l’anell que admet un invers respecte al producte. Donat un anell A, el conjunt
dels elements invertibles amb el producte forma un grup, el grup dels elements invertibles, al qual es denotara`
A∗. Per a un cos K, denotarem la seva clausura algebraica com a K.
2. Introduccio´
Definicio´ 1.1. Direm que un anell A e´s un domini d’integritat quan no e´s l’anell zero i per tot a, b ∈ A,
ab = 0 si i nome´s si a = 0 o b = 0.
Definicio´ 1.2. Sigui A un anell, un subanell de A e´s un subconjunt de A tancat per la suma i la multiplicacio´
de l’anell que, a me´s conte´ 1A.
Definicio´ 1.3. Una A-a`lgebra e´s un anell B amb un homomorfisme iA : A −→ B. Un homomorfisme de
A-a`lgebres e´s φ : B −→ C tal que iC = φ ◦ iB.
Definicio´ 1.4. Si B e´s una A-a`lgebra, direm que els elements x1, ..., xn ∈ B generen B quan tot element
de B pot ser expressat com a polinomi en els elements xi amb coeficients a iB(A).
E´s el mateix que dir que l’homomorfisme de A-algebres:
ϕ : A[X1, ..., Xn]→ B
Xi 7→ xi
e´s exhaustiu.
Quan A e´s un subanell de B i x1, ..., xn ∈ B; definim A[x1, ..., xn] com la A-subalgebra de B generada per
x1, ..., xn.
Definicio´ 1.5. Direm que B e´s una A-a`lgebra finitament generada si B e´s generada per un conjunt finit
d’elements com a A-a`lgebra. E´s a dir, B e´s un quocient de l’anell A[X1, ..., Xn] per a un cert n.
Definicio´ 1.6. Direm que B e´s una A-a`lgebra finitament presentada si B e´s un quocient de l’anell polinomial
A[X1, ..., Xn] per un cert ideal finitament generat.
Definicio´ 1.7. Donada B, una A-algebra amb el corresponent homomorfisme A −→ B, direm que B e´s una
A-a`lgebra de tipus finit si B pot ser generada com a A-modul. Aleshores l’homomorfisme A −→ B tambe´ es
diu de tipus finit.
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Sigui K un cos i A una K-a`lgebra. Aleshores, si 1A 6= 0, l’homomorfisme iA : K −→ A e´s injectiu, i per tant
podem identificar K com a subanell de A.
Sigui A[X] l’anell de polinomis en una variable amb coeficients en A. Si A e´s un domini d’integracio´, aleshores
deg(fg) = deg(f) + deg(g) i per tant A[X] e´s tambe´ un domini domini d’integracio´. De fet, A[X]∗ = A∗.
Proposicio´ 1.8. Sigui A una K-a`lgebra que tambe´ e´s un domini d’integracio´. Si a me´s, A e´s finit sobre K,
aleshores A e´s tambe´ un cos.




e´s injectiva; i com que una K-a`lgebra finita, e´s en particular un K-espai vectorial de dimensio´ finita, el fet
de que l’aplicacio´ sigui injectiva, implica que tambe´ e´s exhaustiva; per tant existeix un cert element de A,
diguem-li b, tal que ab = 1, aleshores b = a−1. uunionsq
3. Productes i idempotents
Definicio´ 1.9. Sigui A un anell, i e un element de l’anell. Direm que e e´s idempotent quan e2 = e.
Definicio´ 1.10. Direm que un conjunt d’elements idempotents e1, ..., en e´s ortogonal quan eiej = 0 ∀i 6= j.
Si e1, e2 so´n dos idempotents ortogonals d’un anell A, aleshores (e1 + e2)
2 = e21 + e
2
2 + 2e1e2 = e1 + e2 + 0 =
e1 + e2. E´s a dir la suma d’idempotents ortogonals e´s un altre cop idempotent.
Definicio´ 1.11. Un conjunt {e1, ...en} d’idempotents ortogonals es diu complet si e1 + ...+ en = 1
Qualsevol conjunt d’ortogonals idempotents pot ser completat afegint l’idempotent e = 1− (e1 + ...+ en), i
tenim que e2 = 1− 2(e1 + ...+ en) + (e1 + ...+ en)2 = 1− 2(e1 + ...+ en) + (e1 + ...+ en) = e.
Si tenim un anell A = A1 × ... × An (producte directe d’anells), aleshores, els elements ei = (0, ..., 1, ...0)
formen un conjunt complet d’idempotents ortogonals a A.
Per altra banda, es pot provar que si {e1, ..., en} e´s un conjunt complet d’idempotents ortogonals d’A aleshores
els conjunts Aei tenen estructura d’anell amb el producte induit pel de A, i ei com a element identitat; i a




Definicio´ 2.1. Sigui A un anell. Un ideal I e´s un subconjunt no buit de A tal que:
· I e´s un subgrup d’A, prenent A com a grup amb la suma.
· Per tot element a ∈ I, i tot element r ∈ A, el seu producte ra pertany a I.
Definicio´ 2.2. Sigui S un subconjunt de A. L’ideal I generat per S e´s, per definicio´, l’interseccio´ de tots
els ideals I que contenen S.
Equivalentment podem definir l’ideal I generat per S com al conjunt de totes les sumes finites de la forma:
n∑
i=1
risi amb ri ∈ A, si ∈ I.
Si S = {a, b, ...} escriurem (a, b, ...) per a denotar l’ideal generat per S.
Definicio´ 2.3. Un ideal I e´s principal si esta` generat per un sol element.
Un ideal principal sera` propi (diferent de l’ideal total, A) quan I = (a) i a no sigui un element invertible, en
cas contrari, (a) = (A).
Siguin I, J dos ideals de l’anell A:
· El conjunt {a+ b| a ∈ I, b ∈ J} e´s un ideal, el qual denotarem I + J .
· L’ideal generat pel conjunt {ab| a ∈ I, b ∈ J} e´s o`bviament un ideal, el qual denotarem IJ .
Clarament, IJ e´s el conjunt de totes les sumes finites
∑
aibi amb ai ∈ I, bi ∈ J .
I si I = (a1, ..., an), J = (b1, ..., bm); aleshores IJ = (a1b1, ..., a1bm, a2b1, ...anbm).
Remarquem que:
· IJ = (a1b1, ..., anbm) ⊂ (a1, ..., am) = I
· IJ = (a1b1, ..., anbm) ⊂ (b1, ..., bm) = J
Per tant IJ ⊂ I ∩ J .
Proposicio´ 2.4. El nucli d’un morfisme f : A −→ B e´s sempre un ideal de A.
Demostracio´. Tenint en compte que:
· Si a1, a2 ∈ ker(f)⇒ f(a1 + a2) = f(a1) + f(a2) = 0 + 0 = 0⇒ a1 + a2 ∈ ker(f).
· Si a ∈ ker(f), r ∈ A⇒ f(ra) = f(r)f(a) = f(r)0 = 0⇒ ra ∈ ker(f).
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Efectivament, doncs, el nucli de f e´s un ideal.
Denotem pi la projeccio´ cano`nica al quocient per I. pi : A −→ A/I definida per: pi(a) = a = a+ I.
Per altra banda, donat un ideal I, podem sempre trobar un homomorfisme, el nucli del qual sigui I, pel
segu¨ent procediment: Si I e´s un ideal, aleshores A/I e´s un anell, i l’homomorfisme pi : A −→ A/I que a cada
element li assigna la seva classe, te´ nucli I. uunionsq
Proposicio´ 2.5. La corresponde`ncia:
{ideals de A que contenen I} → { ideals de A/I }
J 7→ pi(J) = J = (J + I)/I
e´s bijectiva. Observem que si J ⊃ I, aleshores J + I = J i, per tant, J = J/I.
Demostracio´. Si J e´s un ideal de A que conte´ I, aleshores pi(J) e´s un ideal A/I:
· x, y ∈ pi(J) ⇒ x, y ∈ J ⇒ x+ y ∈ J ⇒ x+ y = x+ y ∈ pi(J).
· x, r ∈ /I ⇒ x ∈ J, r ∈ A⇒ rx ∈ J ⇒ rx = rx ∈ pi(J).
Si J e´s un ideal de A/I, aleshores pi−1(J) e´s un ideal de A que conte´ I:
· pi−1(x) = x, pi−1(y) = y ∈ pi−1(J) = J ⇒ x, y ∈ J ⇒ x+ y ∈ J ⇒ x+ y ∈ J .
· pi−1(x) = x ∈ pi−1(J) = J, r ∈ A⇒ x ∈ J, r ∈ A/I ⇒ rx ∈ J ⇒ rx ∈ J .
· 0 ∈ J ⇒ pi−1(0) = I ⊂ J
uunionsq
Definicio´ 2.6. Un ideal P e´s primer si P 6= A i ∀a, b ∈ A; ab ∈ P ⇒ a ∈ P o b ∈ P .
Aix´ı doncs, e´s immediat de veure que P e´s primer si i nome´s si l’anell quocient A/P e´s no nul i te´ la segu¨ent
propietat:
ab = 0⇒ a = 0 o b = 0; e´s a dir, P e´s primer si i nome´s si A/P e´s un domini d’integracio´.
En particular, l’ideal zero e´s primer si i nome´s si l’anell mateix e´s un domini d’integracio´.
Definicio´ 2.7. Un ideal M e´s maximal si e´s propi i e´s un element maximal del conjunt d’ideals propis de
A.
Per tant, un ideal M e´s maximal si i nome´s si l’anell quocient A/M e´s no nul (perque M e´s propi) i no te´
ideals propis tret del zero (ja que a A no hi ha ideals que continguin M), e´s a dir A/M e´s un cos.
Aleshores tenim:
M maximal ⇒ A/M cos ⇒ A/M domini d’integracio´ ⇒M primer.
Definicio´ 2.8. Sigui A un anell. Un subconjunt S ⊂ A e´s un sistema multiplicativament tancat, o un
subconjunt multiplicatiu quan satisfa` la segu¨ent propietat:
· 1 ∈ S
· a, b ∈ S ⇒ ab ∈ S
Exemples:
· El conjunt multiplicatiu generat per un element f : {1, f, f2, f3, ...}
· El complementari d’un ideal primer.
Proposicio´ 2.9. Sigui A un anell i S ⊂ A un subconjunt. Sigui tambe´ I un ideal tal que I ∩ S = ∅.
Aleshores:
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(i) El conjunt d’ideals de A disjunts amb S que contenen I, te´ elements maximals.
(ii) Si S e´s multiplicatiu, aleshores els elements maximals so´n ideals primers.
Demostracio´. Farem servir el lema de Zorn.
(i) Denotem per Σ el conjunt d’ideals de A que contenen I i so´n disjunts amb S.
· Σ 6= ∅.
· Σ esta` parcialment ordenat per inclusio´.
· Sigui I1 ⊂ I2 ⊂ ... una cadena ascendent d’ideals, i sigui I =
∞⋃
k=1
Ik. Aquest element e´s maximal;
per tant hem de comprovar nome´s que I ∈ Σ.
Suposem el contrari, e´s a dir, que I no pertany a Σ. I conte´ o`bviament I, per tant, aixo` implica
que I no e´s disjunt amb S, e´s a dir, existeix un cert x ∈ I tal que x ∈ S. Pero` aleshores hi ha un
ideal de la cadena, Ik tal que x ∈ Ik, i com que els ideals Ik estaven definits com a disjunts amb
S, trobem doncs, la contradiccio´.
(ii) Ara, suposant que S e´s multiplicatiu, vegem que tots els elements maximals de Σ so´n ideals primers:
Sigui M un element maximal de Σ. Suposem que bb′ ∈M .
Si b /∈M aleshores l’ideal M + (b) conte´ pro`piament M , que e´s un element maximal de Σ, i per tant
M + (b) /∈ Σ e´s a dir, hi ha un x pertanyent a M + (b) ∩ S. Per exemple x = ab+m.
De forma equivalent per b′, trobem que x′ ∈M + (b′), x′ = a′b′ +m′.
Aleshores, com que S e´s un conjunt multiplicatiu, xx′ pertany a S; pero` xx′ = mm′ +ma′b′ +m′ab+
aa′bb′′, i a me´s, mm′ ∈ M , ma′b ∈ M , m′ab ∈ M , i aa′bb′ ∈ M ja que bb′ ∈ M . Per tant, xx′ ∈ M ,
pero` M ∩ S = ∅. Per tant arribem aqu´ı a la contradiccio´. O b o b′ han de perta`nyer, doncs a M .
uunionsq
Corol·lari 2.10. Prenent I = 0, veiem que tot ideal propi en un anell esta` contingut en un ideal maximal.
Definicio´ 2.11. Sigui I un ideal d’un anell A. El radical de I e´s:
rad(I) = {x ∈ A| ∃k ∈ N, xk ∈ I}.
Definicio´ 2.12. Es diu que un ideal e´s radical quan I = rad(I). E´s a dir, xk ∈ I ⇒ x ∈ I.
Un ideal I e´s radical si i nome´s si A/I e´s redu¨ıt, e´s a dir, no te´ elements nilpotents diferents de zero. De
manera que, com que els dominis integrals so´n redu¨ıts, conclu¨ım que els ideals primers so´n radicals.
Definicio´ 2.13. El nilradical d’un anell A e´s el radical de (0) i consisteix en el conjunt d’elements nilpotents
de A.
Sigui J un ideal que conte´ I i J la seva imatge per la projeccio´ cano`nica al quocient A/I, e´s a dir J/I.
Pel tercer teorema d’isomorfisme, A/J ' (A/I)/J i per tant:
J e´s primer (o respectivament maximal, radical) ⇔ A/J e´s un domini d’integracio´ (respectivament un cos,
redu¨ıt)⇔ (A/I)/J e´s un domini d’integracio´ (respectivament un cos, redu¨ıt)⇔ J e´s primer (respectivament
maximal, radical).
Proposicio´ 2.14. Sigui A un anell i I un ideal.
(i) rad(I) e´s un ideal.
(ii) rad(rad(I)) = rad(I).
Demostracio´. Per parts:
(i) Si x ∈ rad(I) i a ∈ A aleshores xk ∈ I i per tant akxk ∈ I, finalment doncs, ax ∈ rad(I).





















xkxk − iyk+l−i, expressat d’aquesta forma, es veu
clarament que tots els factors estan dins de I.
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(ii) O`bviament rad(I) ⊂ rad(rad(I)).
Per altra banda, si x ∈ rad(rad(I)), aleshores xk ∈ rad(I), per tant (xk)j = xkj ∈ i. Aix´ı doncs,
x ∈ rad(I).
uunionsq
Podem veure rad(I) com al ideal radical minimal entre els ideals radicals que contenen I.




En particular el nilradical d’un anell e´s l’interseccio´ de tots els seus ideals primers.
Demostracio´. Dues inclusions:
⊂ : Com que rad(I) e´s l’ideal radical me´s petit que conte´ I, i els ideals primers so´n radicals; aleshores
rad(I) ⊂ P , per tots els ideals primer P ⊂ A, i per tant rad(I) ⊂ ⋂I⊂P P .
⊃ : Sigui f /∈ rad(I). Volem un ideal primer P , que contingui I i tal que f /∈ P . Per la proposicio´ 2.9,
sabem que donat un ideal I i un subconjunt multiplicatiu S disjunt amb I, existeix un ideal primer P
tal que I ⊂ P i P ∩ S = ∅. Prenent S = {1, f, f2, ...} veiem que f /∈ rad(I) ⇒ f /∈ I ⇒ f /∈ P . En
particular, f no pot estar doncs, a la interseccio´ de tots els primers que contenen I.
uunionsq
Definicio´ 2.16. Sigui A un anell. El Radical de Jacobson de A e´s:
J (A) = ⋂{M | M ideal maximal de A}.
Proposicio´ 2.17. Donat un anell A, un element c ∈ A es troba dins del Radical de Jacobson si i nome´s si
1− ac e´s un element invertible, per tot a ∈ A.
Equivalentment: Existeix un ideal maximal M tal que c /∈ M si i nome´s si existeix a ∈ A tal que 1− ac no
e´s un element invertible.
Demostracio´. Vegem les dues implicacions:
⇒ : Si existeix un ideal maximal tal que c /∈ M ⇒ M + (c) = A ⇒ ∃m ∈ M,a ∈ A tals que m + ac =
1 ⇒ m = 1 − ac pero` com que M e´s maximal, no pot ser el total, per tant m = 1 − ac no pot ser un
element invertible.
⇐ : Si existeix a ∈ A tal que 1 − ac no e´s un element invertible, aleshores (1 − ac) esta` contingut en
algun ideal maximal M . Si c ∈ M ⇒ ac ∈ M ⇒ 1 − ac + ac = 1 ∈ M ⇒ M = A. I aixo` seria una
contradiccio´.
uunionsq
Lema 2.18 (Lema d’evitacio´ de Primers). Siguin P1, ..., Pr; r ≥ 1 un conjunt d’ideals en un anell A, amb
P2, ..., Pn primers. Si un ideal I no esta` contingut en cap dels ideals primers Pi, aleshores I no esta` contingut
en la unio´ d’aquests mateixos ideals primers.
Demostracio´. Farem servir induccio´:
· r = 1: Obvi.
· r − 1⇒ r: Suposant certs els casos fins a r − 1.
Siguin P1, ..., Pr ideals com els ennunciats i I un ideal de A. Suposem que I 6⊂ Pk per k = 1...r. En
particular, ∀i, podem dir que I 6⊂ Pk, per k = 1, ..., iˆ, ..., r. Per tant, per l’hipo`tesi d’induccio´ del cas
r − 1, ∀i = 1...r, I 6⊂ ⋃k 6=i Pk ⇒ ∃ai ∈ I tal que ai /∈ ⋃k 6=i Pk ⇒ ai /∈ Pk ∀k 6= i.
Si hi ha un i per al qual ai /∈ Pi ⇒ ai /∈
⋃r
k=1 Pk ⇒ I 6⊂
⋃r
k=1 Pk i per tant la prova esta` completa.
En cas contrari, estem suposant que tenim {ai ∈ I, ai ∈ Pi, ai /∈ Pk ∀k 6= i
Prenem doncs, l’element a = a1...ar−1 + ar ∈ I. Veurem que aquest element no pertany a cap dels
ideals Pk:
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· Com que Pr e´s primer i a1, ..., ar−1 /∈ Pr, aleshores a1...ar−1 /∈ Pr, per tant, a = a1...ar−1+ar /∈ Pr.
· Com que ai ∈ P − i⇒ a1...ar−1 ∈ Pi∀i = 1, ..., r−1. Pero` ar /∈ Pi si i < r. Per tant a /∈ Pi ∀i < r.
uunionsq
2. Extensions i contraccions
Sigui f : A −→ B un homomorfisme d’anells.
Definicio´ 2.19. Si J e´s un ideal de B, aleshores anomenarem la contraccio´ de J respecte f a f−1(J), que
tambe´ e´s un ideal. El denotarem per Jc.
Si I e´s un ideal de l’anell A, aleshores anomenarem la extensio´ de I respecte f a l’ideal generat per f(I). El
denotarem per Ie.
Si f e´s exhaustiva, aleshores f(I) e´s directament un ideal i per tant, Ie = f(I).
Quan A e´s un subanell de B i f e´s la inclusio´, aleshores, Jc = J ∩A.
Propietats:
· (I + I ′)e = Ie + I ′e.
· (II ′)e = IeI ′e.
· (J ∩ J ′)c = Jc ∩ J ′c.
· rad(I)c = rad(Ic).
Proposicio´ 2.20. L’extensio´ i la contraccio´ d’ideals defineixen una bijeccio´:
{Jc ⊂ A |J ideal de B} ←→ {Ie ⊂ B |I ideal de A}.
Demostracio´. O`bviament:
(i) I ⊂ Iec per tots els ideals I ⊂ A.
(ii) Jce ⊂ J per tots els ideals J ⊂ B.
Si apliquem extensio´ a (i), obtenim que Ie ⊂ Iece.
Si substitu¨ım J per Ie a (ii), obtenim que Iece ⊂ Ie.
Per tant Ie = Iece.
De manera similar obtenim que Jc = Jcec.
Aix´ı doncs, efectivament l’extensio´ i la contraccio´ d’ideals defineixen inverses mu´tues dins dels conjunts
corresponents. uunionsq
Proposicio´ 2.21. Sigui f : A −→ B un homomorfisme d’anells i J ⊂ B. Aleshores si J e´s primer
(respectivament radical), Jc e´s tambe´ primer (respectivament radical).
Demostracio´. L’homomorfisme f indueix un homomorfisme fˆ : A/Jc −→ B/J definit per f(x + Jc) =
f(x) + J . Aquest homomorfisme esta` ben definit i a me´s a me´s, e´s injectiu: Si f(x + Jc) = 0 = 0 + J ⇒
f(x) + J = 0 + J ⇒ f(x) ∈ J ⇒ x ∈ Jc + Jc = 0. Aix´ı doncs, f e´s injectiu, i per tant A/Jc ' Im(f).
Per tant, si J e´s primer (respectivament radical) aleshores B/J e´s un domini d’integracio´ (respectivament
redu¨ıt), i per tant, el subconjunt Im(f) = f(A/Jc) tambe´ e´s un domini d’integracio´ (respectivament redu¨ıt),
pero` com que A/Jc ' Im(f) aleshores A/Jc e´s tambe´ un domini d’integracio´ (respectivament redu¨ıt), i per




Previ: Axioma de l’eleccio´ dependent: Sigui X un conjunt no buit i R una relacio´ bina`ria en aquest conjunt.
Suposem que ∀a ∈ X,∃b ∈ X tal que aRb. Aleshores ∃(an)n∈N ak ∈ X tals que anRan+1∀n ∈ N.
Proposicio´ 3.1. Sigui A un anell. Les tres condicions segu¨ents so´n equivalents.
(i) : Tots els ideals de A so´n finitament generats.
(ii) : Totes les cadenes ascendents d’ideals I1 ⊂ I2 ⊂ ... esdeve´, en un cert punt, constant; e´s a dir ∃n tal
que Ik = Ik+1 ∀k ≥ n.
(iii) : Totes els conjunts no buits d’ideals de A tenen un element maximal.
Demostracio´. Tenint en compte l’Axioma de l’eleccio´ dependent:
· (i)⇒ (ii): Sigui I1 ⊂ I2 ⊂ ... una cadena ascendent d’ideals finitament generats. Prenem I =
⋃
In. I
e´s un ideal, e´s finitament generat; per tant, ∃m tal que tots els ideals esta`n continguts dins de Im, en
cas contrari I no podria ser finitament generat.
· (ii) ⇒ (iii): Aqui farem servir l’axioma de l’eleccio´ dependent. Prenem X = Σ, un conjunt no buit
d’ideals; i R =(. Si ∀In ∈ Σ, ∃In+1 tal que In ⊂ In+1; aleshores per l’axioma de l’eleccio´ dependent,
existiria una cadena I1 ( I2 ( ... infinitament llarga. Com que per hipo`tesi, aixo` no pot passar,
aleshores ∃I ∈ Σ tal que ∀I ′ ∈ Σ, I 6⊂ I ′. Aleshores I e´s l’element maximal de Σ.
· (iii) ⇒ (i): Sigui I un ideal, definim Σ com al conjunt d’ideals finitament generats continguts en I.
L’ideal zero pertany a Σ, aix´ı doncs, Σ 6= ∅. Per tant, per (iii), Σ te´ un element maximal. Anomenem M
a l’element maximal, M = (a1, ..., am). Si M 6= I aleshores ∃α ∈ I i per tant, l’ideal M ′ = (a1, ..., am, α)
pertany a Σ i conte´ pro`piament M . Aleshores M no e´s maximal i aixo` contradiu les hipo`tesis.
uunionsq
Definicio´ 3.2. Un anell A es diu Noetheria` quan satisfa` les tres condicions equivalents.
Exemples:
· Els cossos i els dominis d’ideals principals so´n Noetherians.
· Els anells quocient A/I d’un anell Noetheria` A so´n tambe´ Noetherians, ja que en A/I, els ideals so´n de
la forma J/I on J e´s una ideal de A. A me´s, si x1, ..., xn e´s una familia de generadors per J , aleshores
x1, ..., xn e´s una familia de generadors per J/I.
Sigui A un anell i M un A-mo`dul.
Proposicio´ 3.3. So´n equivalents:
(i) : Tots els submo`duls de M so´n finitament generats.
(ii) : Tota cadena ascendent M1 ⊂ M2 ⊂ ... esdeve´, en un cert punt, constant; e´s a dir, ∃n tal que
Mk = Mk+1 ∀k ≥ n.
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(iii) : Tots els conjunts no buits de submo`duls de M tenen un element maximal.
Demostracio´. Ana`lega a la demostracio´ de la proposicio´ 3.1. uunionsq
Definicio´ 3.4. Un A-mo`dul M e´s Noetheria` si satisfa` les tres condicions equivalents.
Denotem AA a l’anell A vist com a A-mo`dul. Aleshores, els submo`duls de AA so´n exactament els ideals de
A. Per tant, AA e´s Noetheria` com a A-mo`dul si i nome´s si A e´s Noetheria` com a anell.
Proposicio´ 3.5. Sigui:
0 M ′ M M ′′ 0α
β
una successio´ exacta curta d’A-mo`duls. Aleshores:
a) Si N ⊂ P so´n subconjunts de M tals que α(M ′) ∩N = α(M ′) ∩ P i β(N) = β(P ), aleshores N = P .
b) Si M ′ i M ′′ so´n finitament generats, aleshores M tambe´.
c) M e´s Noetheria` si i nome´s si M ′ i M ′′ ho so´n tambe´.
Demostracio´. Vegem les tres parts:
a) Ja tenim la primera inclusio´ N ⊂ P , vegem la segona.
Sigui x ∈ P . Com que β(N) = β(P ) aleshores existeix un y ∈ N tal que β(x) = β(y) i per tant
β(x−y) = 0, aixo` vol dir que x−y ∈ Ker(β) = Im(α) = α(M ′). A me´s, x ∈ P i com que y ∈ N , tenim
que y ∈ P i per tant x− y ∈ α(M ′)∩P = α(M ′)∩N . Finalment, doncs: x− y ∈ N ⇒ x = (x− y) + y.
b) Suposem que M ′ i M ′′ so´n finitament generats, busquem un conjunt generador per M :
Sigui S′ un conjunt generador per M ′ i S′′ un conjunt tal que β(S′′) genera M ′′. Aleshores α(S′)∪ S′′
genera M . Vegem-ho: Sigui N = (α(S′)∪S′′). Per una banda, α(M ′)∩N = α(M ′) = α(M ′)∩M ; per
altra banda, β(N) = M ′ = β(M). Per tant, per l’apartat a), M = N .
c) : Suposem que M e´s Noetheria`. Les cadenes ascendents de submo`duls en M ′ i M ′′, produeixen cadenes
ascendents en M al aplicar α i β respectivament. Com que aquestes cadenes en M esdevenen constants;
aleshores tambe´ ho esdevenen les cadenes en M ′ i M ′′.
Suposem que M ′ i M ′′ so´n Noetherians ambdo´s. I prenem una cadena M1 ⊂M2 ⊂ ...; la imatge de la
cadena en M ′ esdeve´ constant; i la interseccio´ de la cadena amb M ′′ tambe´, ja que aquests dos mo`duls
son Noetherians; aleshores per a), la cadena mateixa tambe´.
uunionsq
Corol·lari 3.6. En una suma directa M = M1⊕M2 de A-mo`duls, M e´s Noetheria` si i nome´s si M1 i M2
tambe´ ho so´n.
Proposicio´ 3.7. Si A e´s Noetheria`, aleshores tots els mo`duls finitament generats sobre A so´n tambe´ Noet-
herians.
Demostracio´. Farem servir induccio´ sobre el nombre n de generadors de M .
· n = 1: M esta` generat per un sol element, per tant M = Ax, per un cert x ∈M .
L’homomorfisme producte ϕ : A ×M −→ M e´s bilinear, i per tant si fixem x ∈ M , tenim ϕ(·, x) :
A −→ M , un homomorfisme exhaustiu entre A i M . Per tant: M = A/Ker(ϕ(·, k)). Efectivament
doncs, M e´s un quocient de A, i com que A e´s Noetheria`, M tambe´ ho e´s.
· n > 1: Suposem que M esta` generat per n elements i que la proposicio´ e´s certa per A-mo`duls generats
per menys de n elements.
M te´ un submo`dul, diguem-li N generat per n−1 elements, el qual e´s Noetheria` per hipo`tesi d’induccio´.
Aleshores el mo`dul M/N e´s un A-mo`dul generat per un element, el quan tambe´ sera` Noetheria` per
hipo`tsi d’induccio´. Finalment, doncs, la successio´ exacta curta: 0 −→ N −→ M −→ M/N −→ 0 e´s
exacta, i per tant per la proposicio´ 3.3, com que N i M/N so´n Noetherians, M tambe´ ho e´s. uunionsq
Proposicio´ 3.8. Sigui A un anell Noetheria` i M un A-mo`dul finitament genert. Aleshores, M conte´ una
cadena finita de submo`duls M ⊃ Mr ⊃ ... ⊃ M1 ⊃ M0 = 0 tal que cada quocient Mi/Mi−1 e´s isomorf a
A/Pi per un cert ideal primer Pi.
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Demostracio´. Donat x ∈ M , definim l’anihilador de x com ann(x) = {a ∈ A| ax = 0}. E´s un ideal de A
que e´s propi quan x 6= 0.
Vegem que si I e´s un element maximal del conjunt d’anihiladors d’elements de M , aleshores I e´s un ideal
primer:
Sigui I = ann(x) un tal ideal, i suposem ab ∈ I, e´s a dir abx = 0. Si α ∈ ann(x) ⇒ αx = 0 ⇒ αbx = 0 ⇒
α ∈ ann(bx)⇒ ann(x) ⊂ ann(bx).
Aleshores, si b /∈ I ⇒ bx 6= 0 ⇒ ann(bx) e´s un ideal propi, que a me´s, conte´ I = ann(x). Per maximalitat
aixo` implicaria que I = ann(bx) i per tant, a ∈ I. Per tant I e´s primer.
Vegem ara la proposicio´ pro`piament dita. Donat M 6= 0, aleshores existeix un element no nul x1 tal que
ann(x1) e´s maximal entre els anihiladors d’elements de M ; i per tant ann(x1) e´s primer. Aleshores prenem
M1 = Ax1, que e´s isomorf a A/ann(x1).
El mo`dul Ax1 esta` generat per un element, per tant M/M1 esta` generat per n− 1 elements.
De forma similar, M/M1 e´s tambe´ un A-mo`dul finitament generat, per tant podem trobar M2/M1 isomorf
a A/ann(x2) i evidentment M2 ⊂ M1. Aix´ı, constru¨ım la successio´ 0 ⊂ M1 ⊂ M2 ⊂ ... ⊂ M . On Mi te´ i
generadors. uunionsq
Teorema 3.9 (Teorema de la base de Hilbert). Tota a`lgebra finitament generada sobre un anell Noetheria`,
e´s tambe´ Noetheriana.
Demostracio´. Farem la demostracio´ en tres passos:
· Pas 1: Una a`lgebra finitament generada sobre un anell A e´s un anell de la forma B = A[x1, ..., xn]/I on
I e´s un ideal de A.
Com que els quocients d’anells Noetherians so´n tambe´ Noetherians, amb demostrar el teorema per
a`lgebres polino`miques n’hi ha prou.
· Pas 2: Com que A[x1, ..., xn] = A[x1, ..., xn−1][xn] aleshores nome´s ho haurem de provar per a`lgebres
de la forma A[x].
· Pas 3: La prova pro`piament dita: Veurem que donat un ideal I ⊂ A[x], I e´s finitament generat.
Donat un polinomi f(x) = c0x
r + c1x
r−1...+ cr ∈ A[x]; direm que c0 n’e´s el coeficient dominant.
Sigui I un ideal de polinomis. Definirem I(k) com al conjunt de coeficients dominants de polinomis de
I de grau k. Tenim que:
· I(k) e´s un ideal.
· I(k − 1) ⊂ I(k): Ja que si c0 ∈ I(k − 1) ⇒ c0xk−1 + c1xk−2... + ck−1 ⊂ I, aleshores x(c0xk−1 +
c1x
k−2...+ ck−1) ⊂ I per tant c0 ∈ I(k).
Sigui J ⊂ I un subideal de I. O`bviament J(k) ⊂ I(k) ∀k ∈ N. Pero` oposadament, si J(k) = I(k)
∀k ∈ N aleshores J = I. Vegem-ho:
O`bviament J ⊂ I, vegem el contrari. Sigui f ∈ I un polinomi de grau k. Com que I(k) = J(k), existeix
gk ∈ J tal que f − gk te´ grau com a ma`xim k − 1.
Existeix gk−1 ∈ J tal que (f − gk)− gk−1 te´ grau com a ma`xim k − 2.
...
Existeix g1 ∈ J tal que f − gk − ...− g1 te´ grau com a ma`xim 0.
Per tant, f −∑ki=1 gi = b0 ∈ I(0) = J(0). Que e´s equivalent a dir que f = b0 + k∑
i=1
gi ∈ J .
Finalment, donat un ideal I, com que A e´s Noetheria`, la cadena ascendent d’ideals:
I(1) ⊂ I(2) ⊂ ... esdeve´, en un cert punt, constant: I(d) = I(d+ 1).
Per cada i ≤ d, triem un conjunt generador de I(i): {c1i , c2i , ..., cnii } i per cada parell (i, j) amb j ≤ ni
triem un polinomi fij ∈ I de grau i i amb coeficient dominant cji .
Aleshores, l’ideal J generat per tots els polinomis fij e´s tal que:
· J ⊂ I.
· J(k) = I(k), ∀k.
· J e´s finitament generat.
Per tant, I = J i I e´s, doncs, finitament generat.
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uunionsq
Corol·lari 3.10. Si A e´s un anell Noetheria` i B e´s una A-a`lgebra finitament generada; B ' A[x1, ..., xn]/I,
i com que I e´s un ideal de A, e´s finitament generat. Per tant, B e´s finitament presentat.
Lema 3.11 (Lema de Nakayama). Sigui A un anell, M un A-mo`dul finitament generat, i sigui I un ideal de
A contingut en tots els ideals maximals de A. Aleshores:
(i) : Si M = IM ⇒M = 0.
(ii) : Si N ⊂M e´s un submo`dul i M = N + IM ⇒ N = M .
Demostracio´. Vegem que:
(i) : Suposem que M = IM i M 6= 0. Arribarem a una contradiccio´.
Triem un conjunt minimal de generadors (amb el mı´nim nombre possible): {e1, ..., en} de M . Com que
M = IM , podem escriure e1 = a1e1 + ... + anen. L’element 1 − a1 no esta` a cap ideal maximal de A,
ja que d’altra manera, 1 pertanyeria a algun ideal maximal.
Per tant 1 − a1 e´s un element invertible ⇒ {e2, ..., en} generen M , contradint aix´ı, la minimalitat de
{e1, ..., en}.
(ii) : Si M = N + IM ⇒M/N = I(M/N)⇒M/N = 0⇒M = N .
uunionsq
Definicio´ 3.12. Un anell A e´s local quan te´ exactament un ideal maximal. Per anells locals, el Radical de
Jacobson e´s aquest ideal maximal.
Definicio´ 3.13. Donat un anell local A amb ideal maximal M , definim el cos residu com K = A/M .
Corol·lari 3.14. Sigui A un anell local amb ideal maximal I i cos residu K. Sigui M un A-mo`dul finitament
generat. Aleshores:
(i) : L’accio´ de A sobre M/IM factoritza via K dotant aix´ı a M/IM d’una estructura d’espai vectorial.
(ii) : Els elements a1, ..., an ∈M generen M com a A-mo`dul si i nome´s si els elements a1 +IM, ..., an+IM
generen K com a espai vectorial.
Demostracio´. Volem comprovar que:





ψ E´s ben definida. Per aixo` comprovarem
si ϕ(I, ·) = 0.
Sigui a ∈ I, x+ IM ∈M/IM ⇒ ϕ(a, x+ IM) = ax+ IM = 0 + IM = 0, ja que ax ∈ I, si a ∈ I.
En efecte, esta` ben definida.
(ii) : Si a1, ..., an generen M ⇒ les seves imatges en M/IM generen M/IM .
Per altra banda, suposem que a1 +IM, ..., an+IM generen M/IM , i sigui N el submo`dul de N generat
per a1, ..., an.
La composicio´ N −→ M −→ M/IM e´s exhaustiva i per tant M = N + IM . Per tant, pel Lema de
Nakayama, M = N .
uunionsq
Corol·lari 3.15. Sigui A un anell Noetheria` local amb ideal maximal I. Aleshores I/I2 te´ una estructura
natural de espai vectorial. A me´s, elements a1, ..., an de I en so´n generadors si i nome´s si a1 + I
2, ..., an+ I
2
generen I/I2 com a espai vectorial.
En particular, el mı´nim nombre de generadors per I e´s igual a la dimensio´ de l’espai vectorial I/I2.
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Demostracio´. Com que A e´s Noetheria`, aleshores I e´s finitament generat; a me´s a me´s, podem veure I
com a un A-mo`dul finitament generat.
Per tant, podem aplicar el corol·lari anterior i M/IM esdeve´ I/I2. Tambe´, com hem vist, el nombre de
generadors per I e´s igual a la dimensio´ de l’espai vectorial I/I2. uunionsq
Definicio´ 3.16. Sigui A un anell Noetheria`:
· La altura ht(P ) d’un ideal primer P de A e´s el me´s gran enter d tal que existeix una cadena d’ideals
primers diferents: P0 ⊂ P1 ⊂ ... ⊂ Pd−1 ⊂ Pd = P .
· La dimensio´ de Krull d’un anell A e´s sup{ht(P )| P ⊂ A e´s un ideal primer}.
Exemples:
· Els dominis integrals de dimensio´ 0 so´n els cossos.
· En un Domini d’Ideals Principals, l’altura d’un ideal primer no nul e´s 1; per tant, aquests anells tenen
dimensio´ de Krull 1.
Lema 3.17. En un anell Noetheria`, tot conjunt de generadors per a un ideal conte´ un subconjunt generador
finit.
Demostracio´. Sigui S un conjunt de generadors per un ideal I. Sigui I ′ un ideal maximal entre els ideals
generats per subconjunts finits de S. Aleshores I ′ conte´ tots els elements de I, ja que sino´, no seria maximal.
Per tant, I ′ = I. uunionsq
Teorema 3.18 (Teorema d’interseccio´ de Krull). Sigui I un ideal en un anell Noetheria` A. Si I esta`




Demostracio´. Recordem les hipo`tesis del Lema de Nakayama: Si A e´s un anell i tenim un A-mo`dul M




In com a A-mo`dul, que e´s finitament generat perque` A e´s Noetheria`. Hem de comprovar






n; i per tant, pel lema de Nakayama,⋂
n≥1
In = 0.
Siguin a1, ..., ar generadors de I. Aleshores I








amb ci1 , ..., cin ∈ A.
En altres paraules, In consisteix en els elements de A de la forma g(a1, ..., an) per algun polinomi homogeni
g(x1, ..., xn) ∈ A[x1, ..., xn] de grau n.
Sigui Sm el conjunt de polinomis f homogenis de grau n tals que f(a1, ..., an) ∈
⋂
n≥1
In, i sigui J l’ideal en




Com que pel Teorema de la Base de Hilbert, A[x1, ..., xn] e´s Noetheria`, J e´s, doncs, finitament generat.




Sigui di = deg(fi), i sigui d = max{di}.
Sigui b ∈ ⋂
n≥1
In. En particular b ∈ Id+1, per tant b = f(a1, ..., ar) per un cert polinomi homogeni de grau
d + 1. Per definicio´, doncs, f ∈ Sd+1 ⊂ J . Per tant, f = g1f1 + ... + gsfs, per uns certs gi ∈ A[x1, ..., xr].
Com que f e´s homogeni de grau d + 1 i tots els fi so´n tambe´ homogenis, aleshores els polinomis gi han de
ser homogenis de grau deg(f) − deg(fi), e´s a dir, deg(gi) = d + 1 − deg(fi). Pero` aleshores, els elements
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gi(a1, ..., ar) ∈ Ideg(gi).
Aix´ı doncs, b = f(a1, ..., ar) =
∑
i










In. I per tant,
⋂
n≥1
In = 0. uunionsq
Proposicio´ 3.19. En un anell Noetheria`, tots els ideals contenen una pote`ncia del seu radical; en particular
una certa pote`ncia del nilradical de l’anell e´s zero.
Demostracio´. Siguin a1, ..., an ∈ A generadors de rad(I). Per cada element ai, una certa pote`ncia, diguem
arii ∈ I. Per tant, cada terme de la expansio´ de:
(c1a1 + ... + cnan)
r1+...+rn , amb ci ∈ A; te´ un factor de la forma arii per un cert i, i per tant esta` dins de
I. uunionsq
En un anell Noetheria`, tots els ideals so´n finitament generats, pero` no podem dir gaire cosa sobre el nombre
de generadors. Per exemple, a K[X] tots els ideals estan generats per un sol element; pero` a K[X,Y ] l’ideal
(X,Y )n nescessita al menys n+ 1 generadors.
Cap´ıtol 4
Anells de factoritzacio´ u´nica
Sigui A un domini d’integracio´.
Definicio´ 4.1. Direm que un element a ∈ A e´s irreductible quan no e´s ni zero ni un element invertible, i a
me´s a me´s, no admet me´s factoritzacio´ que una de trivial, e´s a dir: a = bc⇒ b o c e´s un element invertible.
Definicio´ 4.2. Direm que un element a ∈ A e´s primer quan no e´s ni zero ni un element invertible, i a me´s
a me´s (a) e´s un ideal primer; e´s a dir, a|bc⇒ a|b o a|c.
Definicio´ 4.3. Direm que un domini d’integracio´ A e´s un domini de factoritzacio´ u´nica (Unique Factori-
zation Domain o UFD) quan tot element a ∈ A que no sigui zero ni un element invertible pot ser escrit com
a un producte finit d’elements irreductibles de forma u´nica llevat de producte per elements invertibles i ordre
dels factors.
Proposicio´ 4.4. Sigui A un domini d’integracio´ i sigui a ∈ A un element que no sigui ni zero ni un element
invertible. Si a e´s primer, aleshores e´s tambe´ irreductible.
Si a me´s, A e´s un domini de factoritzacio´ u´nica, aleshores la implicacio´ inversa e´s tambe´ certa:
a irreductible ⇒ a primer.
Demostracio´. Per la primera implicacio´, sigui a un element primer. Suposem que a = bc, volem veure
que ja sigui b o c e´s un element invertible. Com que a e´s primer i, en particular a|bc, aleshores a|b o a|c.
Suposerm a|b; aleshores b = aq i per tant, a = bc = aqc⇒ qc = 1⇒ c e´s un element invertible.
Inversament, suposem que a e´s irreductible i A e´s un UFD.
Si a|bc⇒ bc = aq. Si:
· b = b1...br
· c = c1...cs
· q = q1...qt
Aleshores b1...brc1...cs = aq1...qtu. Per la unicitat de la descomposicio´ en un UFD, conclu¨ım que a = bi o
a = cj ; en el primer cas, a|b, en el segon cas, a|c; per tant, a e´s primer. uunionsq
Proposicio´ 4.5. Sigui A un domini d’integracio´ en el qual tots els elements que no so´n ni zero ni un element
invertible, es poden expressar com a producte finit d’elements irreductibles. Si, a me´s a me´s, tots els elements
irreductibles de A so´n primers; aleshores A e´s un domini de factoritzacio´ u´nica.
Demostracio´. Ja tenim una de les hipo`tesis per a que A sigui un UFD, ens falta, doncs, comprovar que
la descomposicio´ de qualsevol element en producte d’irreductibles e´s unica llevat de producte per elements
invertibles.
Vegem-ho: Suposem que a1...an = b1...bm amb ai, bj irreductibles. Com que a1 e´s primer, i a1|b1...bm ⇒
a1 divideix un dels bj . Suposem, sense pe`rdua de generalitat que divideix b1; aleshores b1 = a1u on u
e´s un element invertible ja que b1 e´s irreductible. Podem, doncs, cancelar a1 dels dos costats, i obtenim:
a2...an = ub2....bm. Continuant d’aquesta manera, obtenim finalment que m = n i que ai = biuˆ amb uˆ
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un element invertible. Hem vist, doncs, que les dues factoritzacions so´n la mateixa llevat de producte per
elements invertibles. uunionsq
Proposicio´ 4.6. Sigui A un domini d’integracio´ en el qual tota cadena ascendent d’ideals principals esdeve´,
en un cert punt, constant. Aleshores, tot element que no sigui zero ni un element invertible e´s uns producte
finit d’elements irreductibles de A.
Demostracio´. En primer lloc, veurem que les hipo`tesis de la proposicio´ impliquen que tot conjunt no buit
d’ideals principals te´ elements maximals.
Utilitzant de nou l’axioma de l’eleccio´ dependent; sigui Σ un conjunt d’ideals principals. Sigui R =(. Si
∀Iα ∈ Σ, ∃Iβ ∈ Σ tal que Iα ( Iβ aleshores, per l’axioma de l’eleccio´ dependent existeix una cadena
infinitament llarga I1 ( I2 ( ... pero` com que les hipo`tesis de la proposicio´ ens ho impedeixen, aixo` vol dir
que existeix un element maximal I ∈ Σ tal que ∀I ′ ∈ Σ, I 6⊂ I ′. I e´s l’element maximal.
Aleshores, suposem que A tingue´s elements no factorables, i sigui (a) un element maximal entre els ideals
generats per elements no factorables.
Evidentment a no e´s irreductible, ja que sino´ a seria factorable. Per tant, a = bc de manera que ni b ni c
so´n elements invertibles. Aleshores (b) i (c) contenen pro`piament (a), per tant ni b ni c poden ser dins d’el
conjunt d’elements no factorables. Per tant b i c so´n factorables i per tant a tambe´. uunionsq
Proposicio´ 4.7. Sigui A un UFD, i sigui F el seu cos de fraccions. Sigui f ∈ A[x].
Si f factoritza com al producte de dos elements irreductibles a F [x], aleshores f factoritza tambe´ com al
producte de dos elements irreductibles a A[x].
En altres paraules, si f e´s irreductible a A[x], aleshores tambe´ ho e´s a F [x].
Demostracio´. Sigui f = gh amb g, h ∈ F [x]. Si agafem cg, ch ∈ A com al producte de tots els denominadors
de g i h respectivament, tenim que cgchf = g1h1 ∈ A[x].
Com que A e´s un UFD, aleshores cgch = p1...pru amb pi un element irreductible de A.
∀i = 1...r; si mirem mo`dul (pi), veiem que a (A/(pi))[x], g1h1 = 0.
Com que A e´s un UFD aleshores tots els elements irreductibles so´n primers, per tant A/(pi) e´s un domini
d’integracio´ i (A/(pi))[x]. Per tant o g1 o g2 ha de ser zero. Suposem g1.
Aleshores g1 = pig2 amb g2 ∈ A[x]. Aix´ı doncs, tenim una nova factoritzacio´: (cd
pi
)f = g2h1 ∈ A[x].
Com que aixo` ho podem fer per tots els irreductibles pi, obtenim finalment una descomposicio´ de la forma:
f = grhr, amb gr, hr ∈ A[x]. uunionsq
Definicio´ 4.8. Sigui A un UFD. Direm que un polinomi no nul f = a0 + a1x + ... + anx
n e´s un polinomi
primitiu si els seus coeficients ak no tenen factors en comu´ me´s enlla` d’elements invertibles.
Tots els polinomis f a F [x] es poden escriure com f = c(f)f ′ amb c(f) ∈ F i f ′ A[x] un polinomi primitiu.
Anomenarem a c(f), el contingut de f .
f ∈ A[x]⇔ c(f) ∈ A.
Proposicio´ 4.9. El producte de dos polinomis primitius e´s tambe´ primitiu.
Demostracio´. Siguin:
· f(x) = a0 + a1x+ ...+ amxm
· g(x) = b0 + b1x+ ...+ bnxn
Dos polinomis primitius, e´s a dir, no existeix cap element p ∈ A irreductible que divideixi tots els coeficients
de f o de g.
Sigui p ∈ A un element irreductible. Veurem que p tampoc divideix tots els coeficients de fg.
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Siguin ai0 i bj0 els primers coeficients no divisibles per p de f i g respectivament. Aleshores el (io+ jo)-e`ssim
coeficient de fg no e´s divisible per p ja que tots els termes de
∑
i+j=i0+j0
aibi so´n divisibles per p excepte
ai0bj0 .
Per tant, p no divideix el (io + jo)-e`ssim coeficient de fg. fg e´s, doncs, primitiu. uunionsq
Proposicio´ 4.10. Sigui A un UFD amb cos de fraccions F . Per un polinomi f, g ∈ F [x], tenim que
c(fg) = c(f)c(g). Per tant, cada factor en A[x] d’un polinomi primitiu e´s primitiu.
Demostracio´. Sigui f = c(f)f1 i g = c(g)g1 amb f1, g1 primitius.
Aleshores fg = c(f)c(g)f1g1 i per tant, com que el producte de polinomis primitius e´s primitiu i la descom-
posicio´ d’un polinomi en el seu contingut i el seu polinomi primitiu e´s u´nica; conclu¨ım que c(fg) = c(f)c(g).
Evidentment per tant, cada factor d’un polinomi primitiu, e´s primitiu. uunionsq
Corol·lari 4.11. Els elements irreductibles en A[x] so´n els mateixos elements irreductibles de A i els
polinomis no constants f tals que f e´s irreductible a F [x].
Demostracio´. Hem vist: Polinomi no constant irreductible a A[x] ⇔ irreductible a F [x], i per tant, els
elements irreductibles en A so´n irreductibles en A[x] uunionsq
Teorema 4.12. Si A e´s un UFD, aleshores A[x] tambe´.
Demostracio´. Farem servir la proposicio´ 0.27. Hem de comprovar dues coses:
· Tot element de A[x] diferent de zero o d’element invertible admet una descomposicio´ com a producte
finit d’elements irreductibles:
Sigui f ∈ A[x], podem escrire-ho com f = c(f)f ′. Com que A e´s UFD, c(f) ho podem escriure com
a producte finit d’elements irreductibles de A. Per altra banda, si f ′ no e´s irreductible, aleshores e´s el
producte de dos polinomis de grau me´s baix. Que seran nescessariament primitius ja qe f ′ ho e´s. Aixo`
ho podem anar repetint fins que: O be´ arribem a polinomis irreductibles, o be´ arribem a polinomis de
grau 1, que so´n tambe´ irreductibles.
· Els elements irreductibles de A[x] so´n primers. Dos posibles casos:
Si a ∈ A e´s irreductible. Suposem que a|fg en particular a|c(fg) = c(f)c(g) i com que a sera` primer,
doncs, a A; a|c(f) o a|c(g).
Si f e´s un polinomi no constant a A[x] que e´s irreductible a F [x]. Si f |gh amb gh ∈ A[x] aleshores f |gh
a F [x]; i com que F e´s un cos aleshores F [x] e´s un UFD i per tant f e´s primer a F [x]. Per tant, f |g o
f |h a F [x].
Suposem que f |g a F [x] ⇒ g = fq amb q ∈ F [x]. Aleshores, com que f e´s primitiu ⇒ c(f) e´s un
element invertible.
Per tant, c(q) = c(f)c(q) = c(fq) = c(g) ∈ A⇒ q ∈ A[x]⇒ f |g a A[x].




1. Anells de fraccions
Recordem que un subconjunt multiplicatiu d’un anell A e´s un subconjunt no buit S ⊂ A, tancat per productes
finits. En particular, S conte´ 1, el producte buit.
Sigui S ⊂ A un conjunt multiplicatiu. Definim una relacio´ d’equivale`ncia a A× S:




en comptes de (a, s). Podem definir una suma i un producte sobre el conjunt de classes,
















So´n operacions ben definides i defineixen l’anell S−1A = {a
s
| a ∈ A, s ∈ S}.
I l’homomorfisme: ıS : A −→ S−1A, definit per ıS(a) = a
1
, el nucli del qual e´s: Ker(ıS) = {a ∈ A| ∃s ∈ S i
sa = 0}.
Si A e´s un domini d’integracio´, o me´s precisament, si S no conte´ divisors de zero, aleshores ıS e´s injectiu.
A l’extrem oposat es troba el cas en el qual 0 ∈ S. Aleshores S−1A e´s l’anell 0. Ja que: donats(a, s) , i
(b, t) ∈ S ×A, com que 0(at− bs) = 0 aleshores (a, s) ∼ (b, t).
Proposicio´ 5.1. El parell (S−1A, ıS) satisfa` la segu¨ent propietat universal:
La imatge de tot element de S en S−1A e´s una element invertible. A me´s, S−1A e´s universal amb aquesta
propietat, e´s a dir, si (B,ϕ) e´s tal que l’imatge d’un element de S e´s sempre un element invertible de B,






Demostracio´. Definim ϕ˜ de la forma segu¨ent:
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E´s ben definit ja que:
· ϕ(s) e´s un element invertible per definicio´ ⇒ ϕ(s)−1 existeix.
· (a, s) ∼ (b, t)⇔ ∃u ∈ S tal que u(at−bs) = 0 si apliquem ϕ, obtenim que ϕ(u)[ϕ(a)ϕ(t)−ϕ(b)ϕ(s)] = 0
i ϕ(u) ∈ B∗ per tant, ϕ(a)ϕ(t) = ϕ(b)ϕ(s) i aleshores ϕ(a)ϕ(s)−1 = ϕ(b)ϕ(t)−1.
A me´s, ϕ˜ ◦ ıS = ϕ:
(ϕ˜ ◦ ıS)(a) = ϕ(a)ϕ(1)−1 = ϕ(a)1B = ϕ(a) uunionsq
Com e´s usual, la propietat universal determina el parell (S−1A, ıS) llevat d’isomorfisme.
Observacions:
· Quan A e´s un domini d’integracio´ i S = A \ {0} ⇒ S−1A e´s F , el cos de fraccions de A.
· Sigui h ∈ A. Definim Sh = {1, h, h2, ...}. E´s un subconjunt multiplicatiu de A. Definim, Ah = Sh−1A,
e´s a dir, e´s l’anell de elements de la forma: { a
hk
|a ∈ A, k ∈ N}.
Proposicio´ 5.2. Per qualsevol anell A i h ∈ A, l’aplicacio´ ∑ aixi −→∑ ai
hi
defineix un isomorfisme entre
Ah i A[X]/(1− hx).
Demostracio´. Mostrarem que A[X]/(1− hx) satisfa` la mateixa propietat universal que Ah, i per unicitat
de la propietat universal, A[X]/(1− hx) ' Ah.
· Si h = 0⇒ 1− hx = 1⇒ (1) = A[X]⇒ Tant A[X]/(1− hx) com Ah so´n l’anell zero.
· Si h 6= 0, aleshores, a l’anell A[α] = A[X]/(1− hx), hα = 1, per tant, h e´s un element invertible.
Sigui ϕ : A −→ B un homomorfisme d’anells tal que ϕ(h) e´s un element invertible de B.
Aleshores, l’homomorfisme A[X] −→ B definit per ∑ aixi −→∑ϕ(ai)ϕ(h)−1, e´s tal que la imatge de 1−hx
e´s 1− ϕ(h)ϕ(h)−1 = 0. Per tant, factoritza via A[X]/(1− hx) = A[α].
Per tant, A[α] satisfa` la propietat universal. uunionsq
Sigui S un subconjunt multiplicatiu de l’anell A, i S−1A el corresponent anell de fraccions. Per tot ideal
I ⊂ A, l’ideal generat per la imatge de I en S−1A e´s:
S−1I = ({a
s
|a ∈ I, s ∈ S}).
Si I conte´ elements de S, aleshores, S−1I conte´ 1, i per tant S−1I = S−1A.
Com veiem, al passar de A a S−1A es perd una part de l’estructura d’ideals. La segu¨ent proposicio´ mostra,
pero`, que una part de l’estructura es mante´.
Proposicio´ 5.3. Sigui S un subconjunt multiplicatiu d’un anell A. Considerem:
· Extensio´: I −→ Ie = S−1I
· Contraccio´: J −→ Jc = {x ∈ A| a
1
∈ J}
D’ideals respecte a l’homomorfisme ıS : A −→ S−1A. Aleshores:
(i) : Ice = I Per tots els ideals de S−1A.
(ii) : Iec = I Per tots els ideals primers de A disjunts amb S.
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(iii) : La aplicacio´ P −→ P e e´s una bijeccio´ entre el conjunt d’ideals primers de A disjunts amb S i el conjunt
de tots els ideals primers de S−1A. L’aplicacio´ inversa e´s P −→ P c.
Demostracio´. Vegem les tres parts:









∈ I ⇒ a ∈ Ic ⇒ a
1
∈ Ice, i com que Ice








∈ Ice ⇒ I ⊂ Ice.
(ii) : Sigui P un ideal primer de A disjunt amb S. E´s clar que P ⊂ P ec. Vegem l’altra inclusio´:
Sigui b ∈ P ec e´s a dir b
1





amb b′ ∈ P, s ∈ S. Per tant, existeix un t ∈ S
tal que t(bs− b′) = 0⇔ tbs = tb′ i tb′ ∈ P ⇒ tbs ∈ P . Aleshores, com que ts ∈ S, i com que P i S so´n
disjunts, obtenim que ts /∈ P . A me´s, P e´s primer per tant b ∈ P . Per tant P ec ⊂ P .
(iii) : Hem vist que la contraccio´ i l’extensio´ so´n mu´tuament inverses dins dels conjunts corresponents, ara
doncs, nome´s queda comprovar que:
· Si J ⊂ S−1A e´s un ideal primer, aleshores Jc tambe´ e´s primer. Pero` aixo` ja esta` provat al cap´ıtol
2.
· Si J ⊂ S−1A e´s un ideal primer, aleshores Jc e´s tambe´ un ideal primer. Per tant, J 6= S−1A⇒ Jc
e´s disjunt amb S.
· Si P e´s un ideal primer de A disjunt amb S, aleshores P e tambe´ e´s primer: Per provar-ho, veurem
que (S−1A)/P e e´s un domini d’integracio´.
Sigui S la imatge de S en A/P . Com que P e´s primer, A/P , e´s un domini d’integracio´, i per tant
S
−1
(A/P ) tambe´ ho e´s. Ara, si veiem que (S−1A)/P e ' S(A/P ), haurem conclo`s la prova.
Per veure aquest isomorfisme, veurem que (S−1A)/P e satisfa` la propietat universal correcta:
Sigui ϕ : A/P −→ B un homomorfisme d’anells tal que la imatge de tot element de S e´s un






De manera que ϕ = β ◦ α.
Si definim:






+ P e) = ϕ(a′)ϕ(s′).
Vegem aleshores, que tot funciona correctament:
· α esta` ben definit ja que si p ∈ P ⇒ α(p+ P ) = p
1
+ P e i p ∈ P ⇒ α(p+ P ) = P e = 0.
· β esta` ben definit ja que:




∈ P e implica que a′ ∈ P, s′ ∈ J per tant ϕ(a′) = 0 i per tant β(a
′
s′







⇒ ∃u ∈ S tal que u(a′t′ − s′b′) = 0 per tant, ϕ(u)[ϕ(a′)ϕ(t′)− ϕ(s′)ϕ(b′)] = 0







Per tant, en efecte, S−1A/P e e´s un domini d’integracio´ ⇒ P e e´s primer.
uunionsq
Corol·lari 5.4. Si A e´s un anell Noetheria`, aleshores S−1A tambe´ ho e´s per qualsevol subconjunt
multiplicatiu S.
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Demostracio´. Per qualsevol ideal J ⊂ S−1A, es te´ que Jc ⊂ A i e´s, per tant, finitament generat. Aix´ı
doncs, J = Jce e´s tambe´ finitament generat. uunionsq
Proposicio´ 5.5. Sigui ϕ : A −→ B un homomorfisme d’anells. Un ideal primer P ⊂ A e´s la contraccio´
d’un ideal primer de B si i nome´s si P = P ec.
Demostracio´. Utilitzant les propietats de l’extensio´ i la contraccio´ d’ideals del cap´ıtol 2. Tenim:
⇒ : Si P = Qc aleshores, P ec = Qcec = Qc = P .
⇐ : Suposem que P = P ec; i sigui S = A \ P . Com que P e´s primer, S e´s multiplicatiu.
El conjunt ϕ(S), e´s tal que:
· Si ϕ(a), ϕ(b) ∈ ϕ(S) aleshores ϕ(a)ϕ(b) ∈ ϕ(S). Per tant, e´s un subconjunt multiplicatiu de B.
· Si ϕ(s) ∈ P e aleshores, s ∈ P ec = P , contradient aix´ı la definicio´ de S. Per tant, ϕ(S) e´s disjunt
amb P e.
Per tant, per la proposicio´ 2.9; existeix un ideal primer Q ⊂ B que conte´ P e i e´s disjunt amb ϕ(S).
Aleshores, ϕ−1(Q) conte´ P i e´s disjunt amb S. Per tant P = Qc.
uunionsq
Exemple: Sigui P un ideal primer de A. Aleshores S = A \ P e´s un subconjunt multiplicatiu de A. Definim
AP = SP
−1A.
D’acord amb la proposicio´ anterior, els ideals primers de AP es corresponen amb els ideals primers de A




a ∈ P , s /∈ P}.
Proposicio´ 5.6. En un anell Noetheria`, l’u´nic element que pertany a totes les pote`ncies de tots els ideals
maximals e´s el zero.
Demostracio´. Sigui a ∈ A. Si a = 0 aleshores pertany a totes les pote`ncies de tots els ideals maximals.
Si a 6= 0 aleshores, ann(a) e´s un ideal propi de A, que esta`, per tant, contingut en algun ideal maximal




e´s un element no nul de AM , i esta` contingut en
tots els ideals maximals de AM ja que nome´s n’hi ha un: M
e. Pel Teorema d’interseccio´ de Krull, doncs,
a
1
/∈ (Me)k per algun nombre k ∈ N, i per tant a /∈Mk. uunionsq
2. Mo`duls de fraccions
Sigui S un subconjunt multiplicatiu d’un anell A, i sigui M un A-mo`dl. Definim una relacio´ d’equivale`ncia
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Amb m,n ∈ S i s, t ∈ S i a ∈ A.
Aquestes operacions defineixen, en M × S/∼, una estructura de S−1A-mo`dul:
S−1M = {m
s
| m ∈M , s ∈ S}.
I un homomorfisme de A-mo`duls: ıS : M −→ S−1M , definit per ıS(m) = m
1
. El nucli del qual e´s
Ker(ıS) = {m ∈M | sm = 0 per algun s ∈ S}.
Igual que en el cas dels ideals de S−1A; amb mo`duls podem dir:
Proposicio´ 5.7. El parell (S−1M, ıS) e´s tal que tot element s ∈ S actua de manera invertible sobre S−1M ;
a me´s, e´s universal amb aquesta propietat: Si hi ha un homomorfisme ϕ : M −→ N de A-mo`duls tal que tot





Demostracio´. La prova e´s igual que en el cas per anells. uunionsq
En particular, per qualsevol homomorfisme de A-mo`duls α : M −→ N ; existeix un ı´nic homomorfisme






D’aquesta manera, M −→ S−1M esdeve´ un functor de la categoria dels A-mo`duls a la categoria dels S−1A-
mo`duls.
Proposicio´ 5.8. El functor:
S−1 : AMod→S−1A Mod
M 7→ S−1M
e´s un functor exacte. En altres paraules: Si la successio´ de A-mo`duls: M ′ M M ′′α
β
e´s





· Im(S−1α) ⊂ Ker(S−1β): Com que la primera successio´ e´s exacta, aleshores β ◦ α = 0 i per tant
S−1(β ◦ α) = S−10 = 0 i per tant, S−1β ◦ S−1α = 0. Finalment, doncs Im(S−1α) ⊂ Ker(S−1β).




= 0 per tant, existeix un cert t ∈ S tal que
tβ(m) = 0 que e´s el mateix que dir que β(tm) = 0 e´s a dir tm ∈ Ker(β). I com que a me´s, la primera
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Proposicio´ 5.9. Sigui M un A-mo`dul. La aplicacio´ cano`nica:
M →
∏
{MI | I e´s un ideal maximal de A}
e´s injectiva.
Demostracio´. Sigui I un ideal maximal de A. Sigui m ∈M . Si la imatge de m en MI e´s zero, vol dir que
m
1
= 0 i que per tant existeix s ∈ A/I tal que sm = 0 e´s a dir, s ∈ ann(m) ⇒ ann(m) 6⊂ I. Com que aixo`
ho podem repetir per tots els ideals maximals de A; aleshores conclu¨ım que ann(m) no esta` contingut en
cap ideal maximal; per tant ann(m) no e´s un ideal propi, ann(m) = M ⇒ m = 0. Finalment, doncs e´s una
aplicacio´ injectiva. uunionsq
Corol·lari 5.10. Un A-mo`dul, M , e´s nul si i nome´s si MI = 0 per tots els ideals maximals I ⊂ A
Demostracio´. Consequ¨e`ncia immediata de la proposicio´ anterior. uunionsq
Proposicio´ 5.11. La successio´ M ′ M M ′′α
β
e´s exacta si i nome´s si la successio´
M ′I MI M
′′
I
αI βI tambe´ e´s exacta.
Demostracio´. Una implicacio´ l’hem provada en el moment en que` hem vist que el functor
S−1 : AMod→S−1A Mod
M 7→ S−1M
e´s un functor exacte.
L’altra implicacio´: Sigui N = Ker(β)/Im(α). Volem veure que N = 0. I per veure-ho, volem veure que
NI = 0 per tots els ideals maximals I.
Sigui I un ideal maximal de A.
Si veiem que Ker(βI)/Im(αI) = Ker(β)I/Im(α)I = (Ker(β)/Im(α))I = NI , com que per hipo`tesi,
Ker(βI)/Im(αI) = 0 per tots els ideals maximals I, aleshores ja estara`. Vegem-ho, doncs:
· (M/N)I = MI/NI : Com que la successio´ 0 M N M/N 0 e´s exacta;
i el functor S−1 e´s exacte, aleshores la successio´ 0 MI NI (M/N)I 0
tambe´ e´s exacte, i per tant (M/N)I = MI/NI .
· Im(αI) = Im(α)I : Com que la successio´ M ′ Im(α) 0α e´s exacta, i el functor S−1 e´s
exacte, aleshores la successio´ M ′I Im(α)I 0
αI tambe´ e´s exacta, i per tant Im(αI) =
Im(α)I .
· Ker(βI) = Ker(β)I : Com que la successio´ 0 Ker(β) M M ′′α β e´s exacta i el
functor S−1 e´s exacte, aleshores, la successio´ 0 Ker(β)I MI M ′′I
αI βI tambe´ e´s
exacta, i per tant Ker(β)I = Im(αI) = Ker(βI).




Sigui A ⊂ B un subanell.
Direm que un element α ⊂ B e´s integral sobre A si e´s una arrel d’un polinomi mo`nic amb coeficients a A.
E´s a dir, si satisfa` una equacio´ de la forma:
αn + a1α
n−1 + ...+ an = 0 amb ai ∈ A.
Si tots els elements de B so´n integrals sobre A, aleshores direm que B e´s integral sobre A.
Per la pro`xima proposicio´ nescessitarem fer servir la Regla de Crammer:
Proposicio´ 6.1 (Regla de Cramer). Si (x1, ..., xm) e´s la solucio´ per un sistema lineal d’equacions com:
 c1,1 . . . c1,m... ...











, on Cj =
 c1,1 . . . c1,j−1 d1 c1,j+1 . . . c1,m. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cm,1 . . . cm,j−1 dm cm,j+1 . . . cm,m
.
Definicio´ 6.2. Direm que un A-mo`dul M e´s fidel quan aM = 0 implica que a = 0.
Proposicio´ 6.3. Sigui A un subanell d’un anell B. Un element α ∈ B e´s integral sobre A si i nome´s si
existeix un A[α]-submo`dul de B fidel, tancat per la multiplicacio´ per α i finitament generat com a A-mo`dul.
Demostracio´. Vegem les dues implicacions:
⇒ : Si αn+a1αn−1+ ...+an = 0, ai ∈ A; aleshores el submo`dul M de B generat per {1, α, α2, ..., αn−1}
com a A-mo`dul e´s tal que:
· E´s fidel com a A[α]-submo`dul ja que conte´ 1.
· O`bviament conte´ α i per tant, e´s tancat per la multiplicacio´ per α
· E´s finitament generat com a A-mo`dul per definicio´.
⇐ : Sigui M un A-mo`dul de B finitament generat per un conjunt {e1, ..., en} tal que contingui α i tal
que sigui fidel com a A[α]-mo`dul. Aleshores:
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Com que conte´ α, αM ⊂ M i per tant, per tots els generadors del conjunt, tenim que αei =
∑
aijej
amb aij ∈ A. Podem reescriure aquest sistema d’equacions com:
(a1,1 + α)e1 + a1,2e2 + ...+ a1,nen = 0
a2,1e1 + (a2,2 + α)e2 + ...+ a2,nen = 0
...
an,1e1 + an,2e2 + ...+ (an,n + α)en = 0
Sigui C la matriu dels coeficients d’aquest sistema lineal d’equacions. Aleshores, podem reescriure el
sistema com:
 a1,1 + α . . . a1,n. . . ai,i + α . . .








I per tant, per la Regla de Cramer, tenim que det(C)ei = det(Ci) = 0, ∀i = 1, ..., n.
Com que M e´s fidel i ei e´s un sistema de generadors per a M aleshores det(C) = 0. Per tant, si
expandim el determinant ens queda un polinomi en α: αn + c1α
n−1 + ...+ cn = 0.
uunionsq
Recordem que una A-a`lgebra B e´s finita quan pot ser generada com a A-mo`dul per un conjunt finit de
generadors.
Proposicio´ 6.4. Una A-a`lgebra B e´s finita si e´s generada com a A-a`lgebra per un conjunt finit de generadors,
cada un dels quals e´s integral sobre A.
Demostracio´. Suposem que B = A[α1, ..., αn] com a A-a`lgebra. I suposem que per cada un dels genera-
dors, existeix un polinomi que l’anul·la: αnii + ani−1i1 + ...+ aini = 0.
Aleshores podem generar B com a A-mo`dul amb el conjunt de generadors segu¨ent:
αr11 ...α
rn
n amb 1 ≤ ri ≤ ni
Ja que, tots els elements de B so´n suma de monomis de la forma αr11 ...α
rn
n sense restriccio´ sobre el grau.
Vegem que donat un monomi qualsevol, el podem expressar com a suma de monomis del conjunt generador:
Sigui αr11 ...α
rn
n un monomi. Si tots els coeficients ri so´n menors que ni aleshores e´s un monomi del conjunt









n ) = (−a1,1αn1−11 − ...− a1,n1)(αn1−r11 ...αrnn ) =
= −a1,1αr1−11 αr22 ...αrnn − ...− a1,r1αr1−n11 ...αrnn .
Aquest u´ltim terme, tot i que no te´ perque` ser una suma de monomis generadors, s´ı que ha decrescut un
grau. De manera que, sempre que el grau del monomi en αi sigui me´s grau que ni podem anar redu¨ınt el
grau. Quan aquesta condicio´ ja no es compleixi, aleshores voldra` dir que el polinomi resultant sera` una suma
de monomis generadors. uunionsq
Corol·lari 6.5. Una A-a`lgebra B e´s finita si i nome´s si e´s finitament generada i integral sobre A.
Demostracio´. Vegem les dues implicacions:
⇐ : Consequ¨e`ncia immediata de la proposicio´ anterior.
1. INTEGRALITAT 29
⇒ : Si B e´s una A-a`lgebra finita; aixo` significa que B = A[α1, ..., αn] com a A-mo`dul. Podem doncs,
triar B com a A[αi]-mo`dul de B mateix i:
· Conte´ α. Per tant, αB ⊂ B.
· E´s fidel perque conte´ 1.
· E´s finitament generat com a A-mo`dul per hipo`tesi.
Per tant, αi e´s integral sobre A. Com que aixo` podem fer-ho per tots els elements αi, aleshores B e´s
integral i finitament generat sobre A.
uunionsq
Teorema 6.6. Sigui A un subanell d’un anell B. Els element de B que so´n integrals sobre A formen un
subanell de B.
Demostracio´. Siguin α, β dos elements de B integrals sobre A. Com acabem de veure, A[α, β] e´s un A-
mo`dul finitament generat. E´s estable sota el producte per α±β i αβ i e´s fidel com a A[α±β] i A[αβ]-mo`dul
perque` conte´ 1A. Per tant, α± β i αβ so´n integrals sobre A. uunionsq
Definicio´ 6.7. Sigui A un subanell d’un anell B. La clausura integral de A dins de B e´s el subanell de B
que consisteix en en tots els elements integrals sobre A
Proposicio´ 6.8. Sigui A un domini d’integracio´ amb cos de fraccions F . I sigui E/F un cos que conte´ F .
Si α ∈ E e´s algebraic sobre F aleshores existeix un element d ∈ A tal que dα e´s integral sobre A.
Demostracio´. Si α e´s algebraic sobre F aleshores, per uns certs coeficients, αm + a1α
m−1 + ...+ am = 0,
ai ∈ F .
Sigui d un mu´ltiple de tots els denominadors dels coeficients ai. O`bviament, ∀i = 1, ...,m, dai ∈ A i per
tant multiplicant la equacio´ per dm, obtenim: dmαm + dma1α
m−1 + ... + dmam = 0; que e´s equivalent a
(dα)m + da1(dα)
m−1 + ...+ dmam = 0 e´s a dir, dα e´s integral sobre A ja que da1, d2a2, ..., dmam ∈ A. uunionsq
Corol·lari 6.9. Sigui A un domini d’integracio´ i sigui F el seu cos de fraccions. Sigui E/F una extensio´
algebraica de F . Aleshores E e´s el cos de fraccions de la clausura integral de A en E.
Demostracio´. Denotarem per CAE la clausura integral de A dins de E. I FCAE per a denotar al seu cos de
fraccions. Vegem les dues inclusions:
· FCAE ⊂ E: O`bviament CAE ⊂ E i E e´s un cos. Com que FCAE e´s el mı´nim cos que conte´ CAE , aleshores
si E conte´ CAE ⇒ E conte´ FCAE .
· E ⊂ FCAE : Sigui α ∈ E. La proposicio´ anterior mostra que α =
x
y
amb x ∈ CAE i y ∈ A. Per tant,
α ∈ A−1CAE ⊂ CAE
−1
CAE = FCAE .
uunionsq
Definicio´ 6.10. Direm que un domini d’integracio´ A e´s integralment tancat, integralment clos o normal si
e´s igual a la seva clausura integral dins del seu cos de fraccions. E´s a dir:
α ∈ F ∩ CAE ⇒ α ∈ A
Proposicio´ 6.11. Tots els dominis de factoritzacio´ u´nica so´n integralment closos.
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Demostracio´. Sigui A la clausura algebraica de A dins del seu cos de fraccions FA.
Suposem que existeix un element α ∈ FA \A pero` α ∈ A.
Com que α ∈ FA pero` α /∈ A⇒ α = a
b
, amb b divisible per algun irreductible p que no divideix a.







)n−1 + ...+ an = 0. Si multipliquem l’equacio´ per bn, obtenim:
an + a1a
n−1b+ ...+ anbn = 0 podem aillar-ne, doncs an = −(a1an−1b+ ...+ anbn). Per tant, an e´s divisible
per b, i per tant an e´s divisible per p. Trobem aix´ı una contradiccio´. Per tant, no existeix un α amb la
condicio´ de α ∈ FA \A pero` α ∈ A. uunionsq
Definicio´ 6.12. Sigui F un cos i E/F una extensio´. Sigui α ∈ E un element algebraic sobre F .
El polinomi mı´nim de α sobre F e´s el polinomi de mı´nim grau dins del conjunt de polinomis monics de F [X]
que te´ α com a arrel.
Si f e´s el polinomi per α; aleshores el morfisme:
F [X]→ F [α]
X 7→ α
defineix un isomorfisme: F [X]/(f) ' F [α].
Proposicio´ 6.13. Sigui A un domini d’integracio´ normal, i sigui E una extensio´ finita del seu cos de
fraccions FA. Un element de E e´s integral sobre A si i nome´s si el polinomi mı´nim sobre F te´ coeficients
en A.
Demostracio´. Vegem les dues implicacions:
· Si el polinomi mı´nim de α ∈ E \ FA te´ coeficients en A; aleshores, o`bviament α e´s integral sobre A.
· Suposem que α ∈ E \ FA e´s integral sobre A. Aleshores, existeix un cert polinomi f(x) que aplicat a
α:
f(α) = αm + a1α
m−1 + ...+ am = 0 amb ai ∈ A.
Per altra banda, en particular, α e´s algebraic sobre F , i per tant, existeix un cert polinomi fmin(x)
amb coeficients a F i que tambe´ anula α. Volem veure que de fet, els coeficients de fmin(x) so´n a A.
Sigui α′ un conjugat de α e´s a dir, una arrel del polinomi mı´nim fmin(x) en una certa extensio´
algebraica L. Aleshores α′ ∈ L \ F . I tenim un F -homomorfisme:
σ : F [α]→ F [α′]
α 7→ α′
Sabem que f(α) = αm + a1α
m−1 + ...+ am = 0, i per tant, aplicant σ a les dues bandes de l’igualtat
obtenim que: f(α′) = α′m + a1α′m−1 + ...+ am = 0. Per tant, α′ tambe´ e´s integral sobre A. I aixo` ho
podem fer amb tots els conjugats de α en diferents extensions de F .
Siguin α1 = α, α2, ..., αk tots els conjugats de α, e´s a dir, totes les arrels de fmin(x). Aleshores,
fmin(x) = (x − α1)...(x − αk) i per tant, tots els coeficients es poden expressar com a combinacions
lineals de αi’s, i per tant, els coeficients so´n tambe´ integrals sobre A. Pero` aleshores els coeficients de
fmin(x) estan a F ∩A = A ja que A e´s normal.
uunionsq
Corol·lari 6.14. Sigui A un domini d’integracio´ normal amb cos de fraccions FA. Sigui f(x) un polinomi
monic irreductible a A[X]. Aleshores, tots els factors mo`nics de f(x) a FA[X], tenen coeficients a A.
Demostracio´. Sigui g(x) un factor irreductible mo`nic de f(x). Sigui α una arrel de g(x) en una certa
extensio´ algebraica del cos F . En particular, α e´s una arrel de f(x), i per tant, α e´s integral sobre A.
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Aleshores, com que g(x) e´s irreductible sobre F , g(x) e´s el polinomi mı´nim per α. Aix´ı doncs, ens trobem
en les hipo`tesis de la proposicio´ anterior. El polinomi mı´nim per α, g(x) doncs, te´ coeficients en A. uunionsq
Proposicio´ 6.15. Siguin A ⊂ B dos anells i sigui A′ la clausura integral de A en B. Per qualsevol conjunt
multiplicatiu S ⊂ A, S−1A′ e´s la clausura integral de S−1A dins de S−1B.
Demostracio´. Vegem les dues inclusions:
· S−1A′ ⊂ (S−1A)′: Sigui b
s
∈ S−1A′. Aleshores:
























e´s integral sobre S−1A.
· (S−1A)′ ⊂ S−1A′: Sigui b
s














Multiplicant per sns1s2...sn, obtenim:
(s1s2...sn)b
n + a1s(sˆ1s2...sn)b
n−1 + ...+ aksk(s1...sˆk...sn)bn−k + ...+ ansn(s1...sˆn) = 0




Corol·lari 6.16. Siguin A ⊂ B anells i sigui S un conjunt multiplicatiu de A. Si A e´s integralment clos
en B, aleshores S−1A e´s integralment clos en S−1B.
Proposicio´ 6.17. Sigui A un domini d’integracio´. Aleshores, les condicions segu¨ents so´n equivalents:
(a) A e´s integralment clos.
(b) AP e´s integralment clos per tots els ideals primers P .
(c) AM e´s integralment clos per tots els ideals maximals M .
Demostracio´. Abans de comenc¸ar la prova, recordem el resultat la proposicio´ 5.11, i un corol·lari d’aquest
que en podem extreure: Un homomorfisme: M −→ N de A-mo`duls e´s injectiu (respectivament exhaustiu)
si i nome´s si MI −→ NI e´s injectiu (respectivament exhaustiu) per tots els ideals maximals I.
Vegem la demostracio´ de la proposicio´:
· (a)⇒ (b): Si prenem S = A \ I, e´s un consequ¨e`ncia directa del corol·lari 6.16.
· (b)⇒ (c): Com que tots els ideals maximals so´n primers, resulta evident.
· (c) ⇒ (a): Sigui A′ la clausura integral de A en el seu cos de fraccions F . Per la proposicio´ anterior,
(A′)M = (AM )′. Com que per hipo`tesi, AM e´s normal; aleshores l’homomorfisme AM −→ (AM )′ e´s
exhaustiu. Pero` com que (AM )
′ = (A′)M ⇒ AM −→ A′M e´s exhaustiu per tots els ideals maximals
M . Aleshores, l’homomorfisme A −→ A′ e´s tambe´ exhaustiu, i per tant A e´s integralment clos.
uunionsq
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Proposicio´ 6.18. Si A e´s un domini d’integracio´ normal, aleshores l’anell de polinomis A[X] tambe´ ho e´s.
2. Teorema ”Going-up”
Proposicio´ 6.19. Siguin A ⊂ B dominis integrals amb B integral sobre A. Aleshores, B e´s un cos si i
nome´s si A e´s un cos.
Demostracio´. Vegem les dues implicacions.
· Suposem que A e´s un cos. Sigui b un element no nul de B. Aleshores:
an + a1b
n−1 + ...+ an = 0 per uns certs ai ∈ A.
Podem suposar que n e´s el grau mı´nim pel qual existeix un polinomi que anuli b i que, per tant an 6= 0.
Aleshores:
b(bn−1 + a1bn−2 + ...+ an−1) = an ⇒ b[−a−1n (bn−1 + a1bn−2 + ...+ an−1)] = 1.
Per tant, b te´ un element invers.
· Suposem que B e´s un cos i sigui a ∈ A un element no nul. Com que A ⊂ B i B e´s un cos, aleshores
l’element a te´ un element invers en B. Ara hem de veure que a−1 ∈ A:
Com que B e´s integral sobre A:
a−n + a1a−(n−1) + ...+ an = 0 per uns certs ai ∈ A.
Multiplicant l’equacio´ per an−1 obtenim que a−1 + a1 + a2a + ... + anan−1 = 0, i que per tant
a−1 = −(a1 + a2a+ a3a2 + ...+ anan−1) ∈ A.
uunionsq
Proposicio´ 6.20. Siguin A ⊂ B dons anells, amb B integral sobre A. Si I e´s un ideal de B i J = Ic = I∩A
e´s la seva contraccio´ en A; aleshores, B/I e´s integral sobre A/J .
Demostracio´. Sigui x+ I ∈ B/I; aleshores x ∈ B i per tant, x e´s integral sobre A. Per tant:
xn + a1x
n−1 + ...+ an = 0 per uns certs ai ∈ A.
Per tant, (x+ I)n + a1(x+ I)
n−1 + ...+ an = (xn + a1xn−1 + ...+ an) + I = 0 + I = 0. Per tant, x+ I e´s
integral sobre A/J ' A/Ic. uunionsq
Corol·lari 6.21. Siguin A ⊂ B dos anells amb B integral sobre A. Sigui Q un ideal primer de B i
P = Qc = Q ∩A la seva contraccio´. Aleshores Q e´s maximal si i nome´s si P e´s maximal.
Demostracio´. Sabem, per la proposicio´ anterior que B/Q e´s integral sobre A/P . I a me´s, tant A/P com
B/Q so´n dominis integrals ja que P i Q so´n ideals primers. Per tant, podem aplicar la proposicio´ 6.19 i
obtenim:
Q e´s maximal ⇔ B/Q e´s un cos ⇔ A/P e´s un cos ⇔ P e´s maximal.
uunionsq
Corol·lari 6.22 (Incompatibilitat). Siguin A ⊂ B anells amb B integral sobre A. Siguin Q ⊂ Q′ ideals
primers de B. Si Q ∩A = Q′ ∩A; aleshores Q = Q′.
Demostracio´. Sigui P = Q ∩A = Q′ ∩A. Tenim que AP ⊂ BP i BP e´s integral sobre AP .
Els ideals QBP ⊂ Q′BP contenen pro`piament PBP , i per la proposicio´ 5.3, PBP e´s un ideal maximal de
BP . Per tant, QBP = Q
′BP = BP . Aleshores, com que Q e´s primer: Q = (QBP )c = (Q′BP )c = Q′. uunionsq
Teorema 6.23 (Teorema ”Going-up”). Siguin A ⊂ B anells amb B integral sobre A. Sigui P un ideal
primer de A. Aleshores existeix un ideal primer Q de B tal que P = Q ∩A
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Demostracio´. Tenim que AP ⊂ BP , i que BP e´s integral sobre AP .
Per altra banda, tenim que el diagrama segu¨ent commuta:
B BP
A AP
Sigui N un ideal maximal de BP . Estudiarem la seva antiimatge en A per dues vies diferents. Com que ha
de ser la mateixa, arribarem a la conclusio´ desitjada.
· Sigui Q la antiimatge de N en B, si agafem la antiimatge de Q en A ens queda Q ∩A.
· La antiimatge de N en AP e´s N ∩ AP , que e´s un ideal maximal de AP pel corol·lari 6.21. Per altra
banda, sabem que AP e´s un anell local amb un sol ideal maximal: PAP , per tant, nescessa`riament
N ∩AP = PAP i la antiimatge en A de PAP e´s P .
Conclusio´: P = Q ∩A. uunionsq
Corol·lari 6.24. Siguin A ⊂ B anells amb B integral sobre A. Siguin P ⊂ P ′ ideals primers de A i sigui
Q un ideal de B tal que Q ∩ A = P . Aleshores existeix un ideal primer Q′ ⊂ B, amb Q ⊂ Q′ i tal que
Q′ ∩A = P ′.
Demostracio´. Sabem que A/P ⊂ B/P i que B/P e´s integral sobre A/P .
Sigui P ′/P l’ideal primer de A/P definit per ser la projeccio´ cano`nica de P ′. Aleshores, pel teorema, existeix
Q′′, un ideal primer de B/Q tal que Q′′ ∩A/P = P ′/P .
Sigui Q′ l’antiimatge de Q′′ en B, e´s a dir, pi−1(Q′′). Vegem que:
(i) Q ⊂ Q′: Com que Q′′ e´s un ideal, conte´ 0, i pi(Q) = 0 a B/Q, per tant Q ⊂ Q′.
(ii) Q′ ∩A = P ′:
· Sigui x ∈ Q′ ∩A⇒ pi(x) ∈ Q′′ ∩A/P ⇒ x ∈ P ′.
· Sigui x ∈ P ′ ⇒ pi(x) ∈ P ′/P ⇒ pi(x) ∈ Q′ ∩A/P ⇒ x ∈ Q′. O`bviament, x ∈ P ′ ⇒ x ∈ A.
uunionsq
Corol·lari 6.25. Siguin A ⊂ B anells amb B integral sobre A. I sigui P1 ⊂ P2 ⊂ ... ⊂ Pn una cadena
ascendent d’ideals primers en A.
Sigui Q1 ⊂ Q2 ⊂ ... ⊂ Qm amb m < n una cadena d’ideals primers en B tals que Qi ∩ A = Pi, ∀i ≤ m.
Aleshores, la cadena d’ideals Qi pot ser extesa a una cadena Q1 ⊂ ... ⊂ Qn d’ideals primers de B tals que
Qi ∩A = Pi, ∀i = 1, ..., n.
Demostracio´. Consequ¨e`ncia immediata dels resultats anteriors. uunionsq
3. Teorema ”Going-Down”
Per comenc¸ar aquesta seccio´, nescessitem extendre algunes definicions i alguns resultats sobre integralitat.
Definicio´ 6.26. Siguin B un anell i A ⊂ B un subanell de B. Sigui I un ideal de A. Direm que un element
b ∈ B e´s integral sobre I quan satisfa` una equacio´ de la forma:
bn + a1b
n−1 + ...+ an = 0 amb ai ∈ I.
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Definicio´ 6.27. El conjunt d’elements de B integrals sobre un ideal I s’anomena la clausura integral de I
en B.
La mateixa prova que en el cas esta`ndard prova que un element b ∈ B e´s integral sobre I si existeix un
A[b]-submo`dul fidel de B el qual anomenarem M tal que bM ⊂ IM i M e´s finitament generat com a
A-mo`dul.
Notem que si bm e´s integral sobre I, aleshores (bm)k + a1(b
m)k−1 + ... + ak = 0, pero` aquesta equacio´ pot
e´sser llegida com: bmk + a1b
m(k−1) + ...+ ak = 0. Per tant, b e´s tambe´ integral sobre I.
Lema 6.28. Sigui A′ la clausura integral de A en B. Aleshores, la clausura integral en B d’un ideal I de A
e´s rad(IA′).
Demostracio´. Vegem les dues inclusions:
· Sigui b ∈ B un element integral sobre I. O`bviament, e´s tambe´ integral sobre A; i com que bn =
−(a1bn−1 + ...+ an)⇒ bn ∈ IA′ ⇒ b ∈ rad(IA′).
· Sigui b ∈ rad(IA′). Significa que existeix m ∈ N tal que bm =
k∑
i=1
aixi per uns certs ai ∈ I i xi ∈ A′.
Sigui M = A[x1, ..., xk], e´s una A-a`lgebra finitament generada. Com que cada xi e´s integral sobre
A, aleshores M e´s una A-a`lgebra finitament generada per un conjunt de generadors integrals sobre
A, per la proposicio´ 6.4, doncs, veiem que M pot ser generat com a A-mo`dul per un conjunt finit de
generadors. Com que a me´s, bmM ⊂ IM , conclu¨ım que bm e´s integral sobre I, i per tant b tambe´ ho
e´s.
uunionsq
Corol·lari 6.29. En particular, la clausura integral en B d’un ideal I ⊂ A e´s un ideal de A′ i per tant e´s
tancat per sumes i productes no buits.
Proposicio´ 6.30. Sigui A un domini d’integracio´ normal, sigui F el seu cos de fraccions i sigui E/F una
extensio´ algebraica de F . Si un element α ∈ E e´s integral sobre un ideal I ⊂ A; aleshores el polinomi mı´nim
de α sobre F te´ coeficients en rad(I).
Demostracio´. De manera similar a la proposicio´ 6.12, sigui fmin(x) el polinomi mı´nim de α sobre F . Tots
els conjugats de α respecte fmin(x): α1, ..., αk, so´n tambe´ integrals sobre I. Per tant, com que
fmin(x) = (x − α1)...(x − αk), els coeficients del polinomi mı´nim so´n integrals sobre I. A me´s, aquests
coeficients, so´n elements de F i per tant so´n elements de la clausura integral de I en F , que e´s rad(IA′),
com que a me´s, A e´s normal, A′ = A. I per tant, aquests coeficients pertanyen a rad(I). uunionsq
Teorema 6.31 (Teorema ”Going-Down”). Siguin A ⊂ B dos dominis integrals tals que A e´s normal i B e´s
integral sobre A. Siguin P ′ ⊂ P dos ideals primers de A i sigui Q un ideal primer de B tal que Q ∩A = P .
Aleshores, existeix un ideal primer Q′ ⊂ Q en B tal que Q′ ∩A = P ′.
Demostracio´. En primer lloc recordem dues proposicions.
· Proposicio´ 5.3 relativa als ideals primers el anells de fraccions.
· Proposicio´ 5.5 relativa a les contraccions i extensions d’ideals primers.
Si veiem que la contraccio´ de P ′ = P ′ec respecte a la composicio´ A −→ B −→ BQ, aleshores per la proposicio´
5.5, obtindrem que existeix un cert ideal primer Q′ ⊃ P ′BQ la contraccio´ del qual respecte A −→ B −→ BQ
e´s tambe´ P ′. Per tant la contraccio´ d’aquest Q′ respecte B −→ BQ sera` l’ideal que busquem. Vegem doncs,
que P ′ = P ′ec, e´s a dir, P ′ = A ∩ P ′BQ.
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· P ′ ⊂ A ∩ P ′BQ: Obvi.
· A ∩ P ′BQ ⊂ P ′: Sigui b ∈ A ∩ P ′BQ; en particular, b ∈ P ′BQ. Per tant, podem escriure b = y
s
,
amb y ∈ P ′B i s ∈ B \Q. Com que y ∈ P ′B = P ′A′ ⊂ rad(P ′A′) i la clausura integral de l’ideal P ′
e´s precisament rad(P ′A′), aleshores y e´s integral sobre P ′. Per tant, per la proposicio´ 6.30, com que
rad(P ′) = P ′, el polinomi mı´nim de y sobre F , el cos de fraccions de A e´s:
ym + a1y
m−1 + ...+ am = 0 per uns certs ak ∈ P ′.
Com que b ∈ A ∩ P ′BQ, en particular b ∈ A i per tant b−1 ∈ F . Per tant, cambiant y per bs, a
l’equacio´ que anula y; obtenim:
(bs)m + a1(bs)
m−1 + ...+ am = 0 per uns certs ak ∈ P ′.













Finalment: Suposem que b /∈ P ′ aleshores, com que els coeficients ai = bi ai
bi
∈ P ′ conclu¨ım que
ai
bi
∈ P ′. Pero` aleshores, sm e´s integral sobre P ′ ⇒ sm ∈ P ′B ⊂ PB ⊂ Q. Contradient aix´ı la
definicio´ de s.
Per tant, podem concloure que b ∈ P ′.
uunionsq
Corol·lari 6.32. Siguin A ⊂ B dominis integrals amb A normal i B integral sobre A.
Sigui P1 ⊃ P2 ⊃ ... ⊃ Pn una cadena descendent d’ideals primers en B, i sigui Q1 ⊃ Q2 ⊃ ... ⊃ Qm amb
m < n una cadena descendent d’ideals primers en A tals que Qi∩A = Pi, ∀i = 1, ...,m. Aleshores la cadena
Q1 ⊃ Q2 ⊃ ... ⊃ Qm pot ser extesa a una cadena Q1 ⊃ Q2 ⊃ ... ⊃ Qn d’ideals primers amb la mateixa
propietat: Qi ∩A = Pi, ∀i = 1, ..., n.
4. Lema de normalitzacio´ de Noether
Teorema 6.33 (Lema de normalitzacio´ de Noether). Tota algebra A finitament generada sobre un cos K
conte´ una a`lgebra polinomial R tal que A e´s una R-a`lgebra finita.
Demostracio´. El demostrarem per induccio´ sobre el nombre n de generadors de A com a K-a`lgebra.
· n = 0: No hi ha res a provar.
· Suposem que A te´ n ≥ 1 generadors i que el teorema ha estat provat per K-a`lgebres amb menys de n
generadors.
Sigui A = K[X1, ..., Xn]/I = K[x1, ..., xn]. Si I = 0, e´s a dir, si els elements X1, ..., Xn so´n algebrai-
cament independents, aleshores A e´s igual a la a`lgebra polinomial mateixa: A = R. Suposem que
I 6= 0 e´s a dir, existeix un polinomi no constant f(T1, ..., Tn) tal que f(X1, ..., Xn) = 0. Algun Ti ha
d’apare`ixer en el polinomi, suposem que e´s T1. Aleshores, podem escriure:




1 + ...+ gN amb gk ∈ K[T2, ..., TN ] i go 6= 0.
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· Si g0 ∈ K aleshores, l’equacio´:
0 = f(X1, ..., Xn) = g0(X2, ..., Xn)X
N
1 + ...+ gN (X2, ..., Xn)
Mostra queX1 e´s integral sobreK[X2, ..., Xn], per tant, A e´s una a`lgebra finita sobreK[X2, ..., Xn]
per la proposicio´ 6.4. Com que a me´s, per hipo`tesi, K[X2, ..., Xn] e´s finita sobre una certa a`lgebra
R = K[Y1, ..., Yr]. Per transitivitat de la finitud, A e´s tambe´ finita sobre R.
· Si g0 /∈ K: Aleshores, triem un conjunt diferent de generadors de A:
· X ′1 = X1








· X ′n = Xn −Xm
n
1














mk ⇒ K[X1, ..., Xn] ⊂ K[X ′1, ..., X ′n].
Definim P (T1, ..., Tn) = f(T1, T2 + T
m2
1 , ..., Tn + T
mn
1 ).









m2 , ..., X ′n +X
′
1
mn) = f(X1, ..., Xn) = 0.











amb g′i ∈ K[T2, ..., Tn] i g′0 ∈ K. Aleshores podrem aplicar el cas anterior:






n . I triem un m
prou llarg per que els nombres j1 +m
2j2 + ...+m
njn siguin tots diferents quan (j1, ..., jn) recorre
les n-tuples amb cj1,...,jn 6= 0. Aleshores f(T1, T2 +Tm
2
1 , ..., Tn+T
mn









amb N = max{j1 +m2j2 + ...+mnjn} i c ∈ K.
uunionsq
Cap´ıtol 7
Lema de Zariski i Hilbert Nullstellensatz
1. Lema de Zariski
Teorema 7.1 (Lema de Zariski). Siguin K ⊂ K ′ cossos. Si K ′ e´s finitament generat com a K-a`lgebra,
aleshores K ′ e´s algebraic sobre K
Demostracio´. Procedirem per induccio´ sobre el nombre mı´nim de generadors de K ′ com a K-a`lgebra.
· n = 0: E´s un cas trivial.
· Suposem que K ′ = K[X1, ..., Xn]/I = K[x1, ..., xn] i suposem que el teorema e´s cert per a cossos amb
menys de n generadors. Suposem tambe´, per a trobar una contradiccio´, que K ′ no e´s algebraic sobre
K.
Si K ′ no e´s algebraic sobre K aleshores, algun dels generadors, diguem x1 no e´s algebraic sobre K.
Aleshores, K[x1] e´s un anell polinomial i K(x1) e´s un subcos de K
′.
ClaramentK ′ pot ser generat, per tant, com aK(x1)-a`lgebra pels elements x2, ..., xn: K ′ = K(x1)[x2, ..., xn].
Per hipo`tesi d’induccio´, doncs, els elements x2, ..., xr so´n algebraics sobre K(x1) i per tant ens tro-
bem sota les hipo`tesis de la proposicio´ 6.8: K[x1] e´s un anell, K(x1) el seu cos de fraccions i
K ′ = K(x1)[x2, ..., xn] n’e´s una extensio´ algebraica. Aleshores, la proposicio´ ens diu que els ele-






amb y2, ..., yn elements integrals sobre K[x1] i d2, ..., dn
elements de K[x1].
Sigui c = d2d3...dn. Com que yk = dkxk e´s integral sobre K[x1], aleshores els elements cxk tambe´ ho
so´n, ∀k = 2, ..., r.
Sigui f ∈ K ′ = K(x1)[x2, ..., xn]. Com que xk = yk
dk

















Per tant, per a un N prou llarg, cNf ∈ K[x1, cx2, ..., cxr] i com que x1, cx2, ..., cxn so´n elements
integrals sobre K[x1], aleshores c
Nf tambe´ ho e´s. Pero` a me´s, K[x1] e´s integralment clos, per tant,
cNf ∈ K[x1].
Hem suposat que f ∈ K ′, si a me´s suposem que f ∈ K(x1) aleshores, trobem que cNf ∈ K[x1], i aixo` ho
podem fer per tots els elements de K(x1). Per tant arribem a la conclusio´ que K(x1) = ∪∞N=0c−NK[x1].
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Corol·lari 7.2. Si K ⊂ K ′ so´n cossos, K ′ e´s finitament generat com a K-a`lgebra i K e´s algebraicament
tancat; aleshores K ′ = K.
Corol·lari 7.3. Sigui A una K-a`lgebra finitament generada. Cada ideal maximal M de A e´s el nucli d’un
homomorfisme de A en una certa extensio´ finita de K.
Demostracio´. Efectivament, A/M e´s una K-a`lgebra finitament generada, per tant e´s una extensio´ al-
gebra`ica. Aleshores, la projeccio´ cano`nica al quocient e´s l’homomorfisme que busquem. uunionsq
2. Hilbert Nullstellensatz
Teorema 7.4 (Hilbert Nullstellensatz de`bil). Tot ideal propi I en una K-a`lgebra K[X1, ..., Xn]/I = K[x1, ..., xn]
te´ un zero en K
n
, e´s a dir, hi ha un punt (a1, ..., an) ∈ Kn tal que f(a1, ..., an) = 0, ∀f ∈ I.
Demostracio´. Les evaluacions en punts de polinomis a K
n
so´n exactaments els homomorfismes de
K-a`lgebres K[X1, ..., Xn] −→ K. Per tant, el que necessitem e´s trobar un homomorfisme que contingui I al
nucli.
Sigui M un ideal maximal que contingui I. Aleshores K[X1, ..., Xn]/M e´s un cos, conte´ K com a subco`s i e´s
finitament generat com a K-a`lgebra. Per tant, pel Lema de Zariski, e´s algebraic sobre K. Per tant, existeix
un cert homomorfisme de K-a`lgebres K[X1, ..., Xn]/M −→ K. Aleshores, la composicio´
K[X1, ..., Xn] −→ K[X1, ..., Xn]/M −→ K
e´s l’homomorfisme que busquem ja que conte´ I en el nucli. uunionsq
Corol·lari 7.5. Quan K e´s algebraicament tancat, els ideals maximals de K[X1, ..., Xn] so´n exactament
els ideals (X − a1, ..., X − an) on a1, ..., an ∈ K
Demostracio´. Dues inclusions:
· Si I = (X − a1, ..., X − an) aleshores, K[X1, ..., Xn]/I = K[a1, ..., an] ' K. I com que K e´s un cos,
aleshores I e´s maximal.
· Sigui M un ideal maximal i f ∈ M . Com que K e´s algebraicament tancat, aleshores M te´ un zero
(a1, ..., an) ∈ Kn. Escrivim f com a polinomi en X − a1, ...X − an. Aleshores, el seu terme constant
e´s f(a1, ..., an), pero` com que f ∈M ⇒ f(a1, ..., an) = 0⇒ f ∈ (X − a1, ..., X − an)
uunionsq
Teorema 7.6 (Hilbert Nullstellensatz fort). Sigui I un ideal en K[X1, ..., Xn]. Sigui Z(I) el conjunt de
zeros de I en Kn. Si h ∈ K[X1, ..., Xn] s’anul·la a Z(I), aleshores h pertany al radical de I, e´s a dir existeix
un cert N ∈ N tal que hN ∈ I.
Demostracio´. Si h = 0 aleshores e´s trivial, ja que h ∈ I.
Suposem, doncs, que h 6= 0. Com que K[X1, ..., Xn] e´s un anell Noetheria`, aleshores I e´s finitament generat.
Siguin g1, ..., gm generadors de I. Considerem el sistema d’equacions segu¨ent en n+1 variables X1, ..., Xn, Y :
g1(X1, ..., Xn) = 0
...
gm(X1, ..., Xn) = 0
1− yh(X1, ..., Xn) = 0
Si (a1, ..., an, b) satisfe´ssin les primeres m equacions, aleshores (a1, ..., am) seria un element del conjunt de
zeros Z(I), per tant s’anul·laria al aplicar h; en aquest cas la u´ltima equacio´ no podria ser satisfeta. Per tant,
l’ideal generat per g1, ..., gm, 1 − yh no te´ cap zero, i pel Teorema de Hilbert Nullstellensatz de`bil, dedu¨ım
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que aquest ideal no pot ser propi. E´s a dir, (g1, ..., gm, 1 − yh) = K[X1, ..., Xn, Y ]. Per tant, existeixen
coeficients polinomials fi ∈ K[X1, ..., Xn, Y ], tals que
m∑
i=0
figi + fm+1(1− yh) = 1.
Sigui l’homomorfisme:
K[X1, ..., Xn, Y ]→ K(X1, ..., Xn)
Xi 7→ Xi
Y 7→ h−1
Si l’apliquem a l’equacio´ 1 =
m∑
i=0
figi + fm+1(1− yh), obtenim que 1 =
m∑
i=0
fi(X1, ..., Xn, h
−1)gi(X1, ..., Xn).




, per un cert Ni.
Sigui N = max{Ni}. Si multipliquem l’equacio´ 1 =
m∑
i=0
fi(X1, ..., Xn, h




hN−Ni(X1, ..., Xn)gi(X1, ..., Xn) =
m∑
i=1
αigi(X1, ..., Xn) amb αi ∈ K[X1, ..., Xn]. Aixo` demostra
que hN ∈ I. uunionsq
Proposicio´ 7.7. El radical d’un ideal I en una K-a`lgebra finitament generada A, e´s igual a la interseccio´




En particular, si A e´s redu¨ıt, aleshores,
⋂
M
M = 0. On la interseccio´ recorre tots els ideals maximals de A.
Demostracio´. Ho demostrarem per A = K[x1, ..., xn].
· La inclusio´ rad(I) ⊂ ⋂
M⊃I
M e´s certa en qualsevol anell ja que els ideals maximals so´n primers, i per
tant radicals; i el radical d’un ideal I e´s l’ideal radical me´s petit queel conte´.
· Vegem la segona inclusio´: Sigui I un ideal en K[x1, ..., xn] i sigui h ∈
⋂
M⊃I
M . Per qualsevol element
(a1, ..., an) ∈ Z(I), l’homomorfisme d’evaluacio´:
K[x1, ..., xn]→ K
f 7→ f(a1, ..., an)
Te´, com a imatge, un subanell de K, que e´s algebraic sobre K i per tant, e´s un cos. Per tant, el nucli
de l’homomorfisme e´s un ideal maximal de K[x1, ..., xn] que conte´ I, i que, per tant, conte´ h.






Definicio´ 8.1. Sigui A un anell. Sigui V el conjunt d’ideals primers de A. Per un ideal I ∈ A, definim el
conjunt V (I) = {P ∈ V tals que I ⊂ P}.
Proposicio´ 8.2. Els conjunts V (I) tenen les segu¨ents propietats:
(i) I ⊂ J ⇒ V (I) ⊃ V (J)
(ii) V (0) = V , V (A) = ∅








Demostracio´. Els apartats (i) i (ii) so´n evidents.
(iii) Com que IJ ⊂ I ∩ J ⊂ I, J ; aleshores, per l’apartat (i), tenim que V (IJ) ⊃ V (I ∩ J) ⊃ V (I) ∪ V (J).
Per la inclusio´ contra`ria: Volem veure que V (IJ) ⊂ V (I ∩ J) ⊂ V (I) ∪ V (J): Sigui, doncs, un
ideal primer que no pertanyi a la unio´ V (I) ∪ V (J). Aleshores, existeixen elements f ∈ I \ P ,
g ∈ J \ P i per tant, fg ∈ IJ \ P , e´s a dir P /∈ V (IJ). Per tant, V (IJ) ⊂ V (I) ∪ V (J). Per tant
V (IJ) = V (I ∩ J) = V (I) ∪ V (J).
(iv) Vegem que V (I + J) = V (I) ∩ V (J):
· Si P ∈ V (I + J)⇒ I ⊂ P , J ⊂ P ⇒ P ∈ V (I), P ∈ V (J)⇒ P ∈ V (I) ∩ V (J).
· Si P ∈ V (I) ∩ V (J)⇒ I, J ⊂ P ⇒ I + J ⊂ P ⇒ P ∈ V (I + J).
uunionsq
Les propietats (ii), (iii), i (iv); mostren que els conjunts V (I), satisfan les propietats adequades per a ser
els conjunts tancats d’una topologia definida en V :
· El conjunt buit i el conjunt total so´n tancats.
· Les unions finites de tancats so´n tancats.
· Les interseccions arbitra`ries de tancats so´n tancats.
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Aix´ı doncs, definim una topologia, la Topologia de Zariski en V .
Anomenarem espectre de A, denotat spec(A) al conjunt d’ideals primers de A dotat amb la topologia de
Zariski.
Donat un element h ∈ A, sigui D(h) = {P ∈ V | h /∈ P}. Com que D(h) e´s el complementari de V ((h)),
aleshores els conjunts D(h) so´n oberts. A me´s, si S e´s un conjunt de generadors per a un ideal I, aleshores
V \ V (I) = ⋃
h∈S
D(h), i per tant, els conjunts D(h) formen una base per la topologia en V . Notem que
D(h1...hn) = D(h1) ∩ ... ∩D(hn).
Per cada element h ∈ A, spec(Ah) ' D(h) ja que la proposicio´ 5.3 ens diu quina forma tenen els ideals
primers de Ah. Tambe´ tenim que spec(A/I) ' V (I).
2. Topologia de spec(A)
Els ideals en un producte finit d’anells A = A1 × A2 × ...× An, so´n de la forma I1 × ...× In. Amb Ik ideal
de Ak. Els ideals primers (respectivament maximals) so´n de la forma A1 × ... × Ik × ... × An amb Ik ideal
primer (respectivament maximal) de Ak. En dedu¨ım que spec(A) = spec(A1) unionsq ... unionsq spec(An).
Sigui A un anell, vam veure que els conjunts complets d’idempotents ortogonals de A es corresponen amb
les descomposicions de A en productes finits d’anells. Ara veurem que tambe´ es corresponen amb les
descomposicions de spec(A) en subconjunts finits d’oberts disjunts.
Lema 8.3. L’espai topolo`gic spec(A) e´s inconnex si i nome´s si A conte´ idempotents no trivials.
Demostracio´. Un espai topolo`gic X e´s inconnex quan existeixen dos oberts no buits X1, X2 tals que
X = X1 ∪X2 i X1 ∩X2 = ∅.
· Suposem que A conte´ un element idempotent no trivial e. Aleshores f = 1−e tambe´ e´s un idempotent,
i tampoc e´s trivial. Sigui P un ideal primer, com que P conte´ 0 = ef , aleshores o be´ e o be´ f pertany
a P . Tanmateix, cap ideal primer conte´ alhora e i f ja que aleshores tambe´ contindria e+ f = 1. Aix´ı
doncs, spec(A) es pot separar ens els oberts D(e) i D(f).
Si un obert fos buit, diguem D(f), aleshores D(e) = spec(A) ⇒ e seria un element invertible, i per
tant e2 = e implicaria que e = 1, pero` haviem suposat que e no era trivial. Aix´ı doncs, D(e) i D(f)
so´n els dos oberts no buits que busquem.
· Per la implicacio´ contra`ria, recordem un resultat que diu que el nilradical d’un anell e´s l’interseccio´ de
tots els seus ideals primers. Proposicio´ 2.15.
Suposem que spec(A) e´s inconnex, e´s a dir spec(A) = V (I)∪ V (J) amb V (I)∩ V (J) = 0. Com que la
unio´ e´s disjunta, no hi ha cap ideal primer que contingui I i J a la vegada. Per tant, cap ideal maximal
conte´ I + J i per tant I + J = A. Aleshores, existeixen elements a ∈ I, b ∈ J tals que a+ b = 1.
Com que tots els ideals primers P ∈ V contenen I o be´ J , aleshores tots els ideals primers P contenen
I ∩ J per tant, I ∩ J esta` contingut en el nilradical de l’anell A, i per tant ab e´s nilpotent, e´s a dir,
existeix un cert m ∈ N tal que (ab)m = 0.
Com que els ideals primers so´n, en particular, radicals; tot ideal de V que contingui am contindra`
tambe´ a, i el mateix amb bm. Per tant, cap ideal primer conte´ a la vegada am i bm, la qual cosa
demostra que (am, bm) = A i per tant, existeixen uns elements r, s ∈ A tals que ram+sbm = 1. Tenim
doncs que:
· (ram)(sbm) = rs(ab)m = 0.
· (ram)2 = (ram)(1− sbm) = ram.
· (sbm)2 = ... = sbm.
· ram + sbm = 1.
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Per tant, {ram, sbm} e´s un conjunt complet d’ortogonals idempotents. Vegem que no so´n trivials:
· ram ∈ I ⇒ V (I) ⊂ V (ram)
· sbm ∈ J ⇒ V (J) ⊂ V (sbm)
Com que V (ram)∩ V (sbm) = 0 conclu¨ım que V (I) = V (ram) i V (J) = V (sbm), i per tant, ram i sbm
so´n no trivials.
uunionsq
Proposicio´ 8.4. Sigui {e1, ..., en} un conjunt complet d’idempotents ortogonals en A. Aleshores,
spec(A) = D(e1)unionsq ...unionsqD(en), e´s una descomposicio´ de spec(A) en una unio´ disjunta de subconjunts oberts.
Inversament, tota descomposicio´ de spec(A) en subconjunts oberts disjunts pot ser obtinguda d’aquesta ma-
nera.
Demostracio´. Sigui P un ideal primer de A. Aleshores, A/P e´s un domini d’integracio´, en el qual, en
particular, 0 6= 1; per tant, com que en A, e1 + ... + en = 1, aleshores en A/P almenys un dels elements ei
no e´s zero. Aixo` implica que almenys un dels idempotents ortogonals ei no esta` en P .
Suposem que me´s d’un ei no estigue´s en P . Siguin ei, ej /∈ P . Com que en A, eiej = 0⇒ eiej = 0 en A/P i
com que A/P e´s un domini d’integracio´, o ei o ej ha de ser zero. E´s a dir, o ei o ej ha de pertanyer a P .
Per tant, hi ha exactament un dels elements ei que no pertany a P . Diguem ek. Aleshores, hem vist al lema
anterior que spec(A) es descomposa en D(ek) unionsqD(1− ek). Podem anar repetint el proce´s fins que tinguem
la descomposicio´ total.
Per la segona part: Sigui spec(A) = U1 unionsq ... unionsq Un una descomposicio´ de spec(A) en la qual tots els Ui so´n
oberts. Farem servir induccio´ sobre n per a veure que aquesta descomposicio´ prove´ d’un conjunt complet
d’idempotents ortogonals:
· n = 1: spec(A) = D(0)
· n ≥ 2: Suposem que el resultat ha estat provat per a descomposicions d’anells en menys de n oberts
disjunts.
Escrivim spec(A) = U1 unionsq (U2 unionsq ... unionsq Un). El lema anterior demostra que existeixen idempotents
ortogonals e1, e
′
1 ∈ A tals que:
· e1 + e′1 = 1
· D(e1) = U1
· D(e′1) = U2 unionsq ... unionsq Un
Pero` D(e′1) = spec(Ae
′
1); per tant, per hipo`tesi d’induccio´, existeixen idempotents ortogonals e2, ..., en
en Ae′1 tals que e2 + ...+ en = e
′
1 i Uk = D(ek), per cada un d’aquests idempotents ortogonals.
Com que e1 + e
′
1 = 1 i e
′
1 = e2 + ...+ en, aleshores e1 + ...+ en = 1 i per tant, {e1, ..., en} e´s un conjunt
complet d’idempotents ortogonals en A tals que Uk = D(ek).
uunionsq
Seguim estudiant la topologia de spec(A):
Donat un subconjunt S ⊂ A, hem definit V (S) com al conjunt d’ideals primers que contenen S.
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Com que V (S) e´s una interseccio´ d’una familia de subconjunts tancats, aleshores V (S) e´s tancat.
I(W ) e´s un ideal radical de A perque la interseccio´ d’ideals radicals e´s tambe´ radical.
Si V (J) e´s un tancat qualsevol, W un subconjunt qualsevol i W ⊂ V (J), aleshores J ⊂ P per tots els ideals
primers P ∈W . Per tant, J ⊂ I(W ), la qual cosa implica que V (I(W )) ⊂ V (J). Aix´ı doncs, V (I(W )) e´s el
menor tancat que conte´ W , e´s a dir e´s la clausura de W .
Proposicio´ 8.5. Sigui V un subconjunt tancat de spec(A). Aleshores:
(a) Existeix una corresponde`ncia bijectiva W ←→ I(W ) entre els subconjunts tancats de spec(A) i els
ideals radicals de A. A me´s aquesta corresponde`ncia inverteix el sentit de les inclusions.
(b) Els punts tancats de V so´n exactament els ideals maximals de A.
(c) Si A e´s un anell noetheria`, aleshores tota cadena ascendent de subconjunts oberts U1 ⊂ US ⊂ ... de V
esdeve´, en un cert punt, constant. Equivalentment, tota cadena descendent de subconjunts tancats en
V esdeve´, en un cert punt, constant.
(d) Si A e´s noetheria`, tot recobriment per oberts de V te´ un subrecobriment finit.
Demostracio´. Vegem els quatre apartats:
(a) Sigui W un subconjunt tancat de spec(A), si li apliquem I i despre´s V , obtenim V (I(W )) que, com
hem vist abans, e´s la clausura de W ; pero` com que W ja e´s tancat, aleshores W = V (I(W )).
Sigui J un ideal radical de A, si li apliquem V i despre´s I obtenim la interseccio´ de tots els ideals
primers que contenen J ; e´s a dir rad(J), pero` com que J ja e´s radical, J = I(V (J)). Per tant, la
corresponde`ncia e´s bijectiva.
A me´s, o`bviament inverteix les inclusions.
(b) Un ideal maximal e´s un tancat ja que no hi ha altres ideals primers que el continguin, i e´s un punt.
(c) Provarem la segona versio´ del resultat: Sigui V1 ⊃ V2 ⊃ ... una cadena descendent de subconjunts
tancats. Si apliquem I, aleshores obtenim I(V1) ⊂ I(V2) ⊂ ..., una cadena ascendent d’ideals radicals
de A. Com que A e´s noetheria`, aleshores aquesta cadena ha d’esdevenir, en un cert punt, constant.
Per tant hi ha un cert k ∈ N tal que I(Vk) = I(Vk+1) = ... ⇒ si apliquem de nou V , obtenim que
Vk = Vk+1 = ....
(d) Sigui V =
⋃
i∈Σ
Ui, un recobriment de V per oberts. Triem i0. Si Ui0 6= V aleshores existeix i1 tal que
Ui0 ( Ui0 ∪ Ui1 . Si Ui0 ∪ Ui1 6= V , aleshores existeix i2 tal que... D’aquesta forma creem una cadena
ascendent de subconjunts oberts: Ui0 ⊂ Ui0 ∪ Ui1 ⊂ ... Si apliquem, doncs, l’apartat (c), obtenim que
en un cert punt, aquesta cadena esdeve´ constant. E´s a dir, per un cert k ∈ N, Ui0 ∪ ... ∪ Uik = V .
uunionsq
Un espai topolo`gic que satisfa` la propietat (c) es diu que e´s noetheria`. I la propietat e´s equivalent a la
segu¨ent propietat: Tot conjunt no buit de tancats de V te´ un element minimal.
Definicio´ 8.6. Un espai topolo`gic no buit es diu que e´s irreductible si no e´s la unio´ de dos subconjunts
tancats propis. Condicions equivalents: Tots els subconjunts oberts no buits tenen interseccio´ no buida, o
tots els subconjunts oberts so´n densos.
Si un espai irreductible W e´s una unio´ finita de subconjunts tancats: W = W1∪ ...∪Wn, aleshores, W = Wi
per una certa i.
Proposicio´ 8.7. Un subconjunt tancat W ⊂ spec(A) e´s irreductible si i nome´s si I(W ) e´s primer. En
particular, l’espectre d’un anell A e´s irreductible si i nome´s si el seu nilradical e´s primer.
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Demostracio´. O`bviament el primer resultat implica al segon, vegem doncs, les dues implicacions:
· Suposem que W ⊂ spec(A) e´s un tancat irreductible. Suposem tambe´ que fg ∈ I(W ), hem de veure
que o f o g pertanyen a I(W ). Com que I(W ) =
⋂
P∈W
P , aleshores fg esta` en tots els ideals primers de
W , per tant, per cada P ∈W , o f ∈ P o g ∈ P . Per tant o P ∈ V (f) o P ∈ V (g)⇒W ⊂ V (f)∪V (g).
Per tant, podem descomposar W de la forma W = (W ∩V (f))∪(W ∩V (g)), la unio´ de dos subconjunts
tancats. Com que W e´s irreductible, aleshores un dels dos, diguem W ∩ V (f) ha de ser igual a W , i
per tant f ∈ I(W ). Per tant, I(W ) e´s primer.
· Suposem que W e´s un subconjunt tancat de spec(A) tal que I(W ) e´s un ideal primer. Suposem
tambe´, que W = V (J)∪V (K) amb J,K ideals radicals. Hem de veure que o W = V (J) o W = V (K).
Recordem que:
· V (J) ∪ V (K) = V (J ∩K).
· J,K radicals ⇒ J ∩K radical.
Aleshores, I(W ) = I(V (J) ∪ V (K)) = I(V (J ∩K)) = J ∩K.
Si W 6= V (J) tenim que I(W ) 6= J i per tant, existeix f ∈ J \ I(W ).
Pero` aleshores, per tot g ∈ K, fg ∈ J ∩ K = I(W ), pero` com que I(W ) e´s primer, o f ∈ I(W ) o
g ∈ I(W ). Pero` haviem dit que f no pertanyia a I(W ) aixo` implica que g s´ı que hi ha de perta`nyer,
per qualsevol g ∈ K, per tant K ⊂ I(W ) que e´s equivalent a dir que W ⊂ V (K), amb aixo` tenim ja
les dues inclusions i per tant, W = V (K).
uunionsq
Per tant, podem ampliar la corresponde`ncia bijectiva amb:
· Ideals radicals ←→ Subconjunts tancats
· Ideals primers ←→ Subconjunts tancats irreductibles
· Ideals maximals ←→ Punts
Exemple: Sigui f ∈ K[x1, ..., xn]. Com que K[x1, ..., xn] e´s un UFD, aleshores (f) e´s un ideal primer si i
nome´s si f e´s irreductible. Per tant: V (f) e´s irreductible ⇔ f e´s irreductible.
Per altra banda, suposem que f factoritza com f =
∏
fmkk amb fk diferents. Aleshores:
· (f) = ⋂(fmkk )
· rad(f) = ⋂(fk)
· V (f) = ⋃V (fk)
Proposicio´ 8.8. Sigui V un espai topolo`gic noetheria`. Aleshores V e´s una unio´ finita de subconjunts tancats
irreductibles, V = V1∪...∪Vn. Si aquesta descomposicio´ e´s irredundant, en el sentit de que no hi ha inclusions
entre els conjunts Ui, aleshores, aquests conjunts estan determinats un´ıvocament excepte ordre.
Demostracio´. V sempre pot ser escrit com a una unio´ de subconjunts tancats irreductibles.
Suposem que V no pogue´s ser escrit com a una unio´ finita; aleshores com que V es noetheria`, ha d’existir
un subconjunt tancat W que sigui minimal entre aquells subconjunts tancats que no poden ser escrits com
a unio´ finita de subconjunts tancats irreductibles.
O`bviament, W no pot ser irreductible, per tant, W = W1 ∪W2, i per tant, W1,W2 s´ı que poden ser escrits
com a unio´ finita de subconjunts tancats irreductibles. E´s a dir:
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· W1 = W 11 ∪ ... ∪Wn1
· W2 = W 12 ∪ ... ∪Wm2
Per tant, W = W1 = W
1
1 ∪ ... ∪Wn1 ∪W 12 ∪ ... ∪Wm2 .
La segona part: Suposem que W = U1 ∪ ... ∪ Um = V1 ∪ ... ∪ Vn so´n dues descomposicions diferents i
irredundants. Aleshores, Vi =
⋃
j
(Vi ∩ Uj) i com que Vi e´s irreductible, Vi = Vi ∩ Uj per algun j.
Per tant hi ha una funcio´ f : {1, ...,m} −→ {1, ..., n} tal que Vi ⊂Wf(i)per tots els tancats Vi.
De manera similar, existeix g : {1, ..., n} −→ {1, ...,m} amb les mateixes propietats.
Per tant, Vi ⊂ Wf(i) ⊂ Vg(f(i)), i per la irredundabilitat de la descomposicio´, i = g(f(i)) i Vi = Wf(i), e´s a
dir f ◦ g = id. Per tant, f i g so´n bijeccions i les dues descomposicions difereixen nome´s en l’ordre. uunionsq
Els subconjunts Vi donats de manera un´ıvoca per la proposicio´ s’anomenen les components irreductibles
de V . So´n els subconjunts tancats irreductibles maximals de V . A l’exemple anterior, els V (fi) so´n les
components irreductibles de V (f).
Corol·lari 8.9. Un ideal radical J en un anell noetheria` e´s sempre una interseccio´ finita d’ideals primers:
J = P1 ∩ ... ∩ Pn.
A me´s, si no hi ha inclusions entre els ideals Pi, aleshores aquests so´n un´ıvocament determinats excepte
l’ordre.
Demostracio´. Podem escriure V (J) com a unio´ de les seves components irreductibles. V (J) =
⋃
Vi, i




Anells de Jacobson i espectre maximal
1. Anells Jacobson
Com ja sabem, l’esprectre d’un anell, spec(A) e´s el conjunt dels ideals primers de A dotat amb la Topologia
de Zariski.
Definicio´ 9.1. L’espectre maximal de A, specm(A); e´s el subespai de spec(A) que consisteix en els punts
tancats de A, e´s a dir, el conjunt dels ideals maximals de A. Amb la topologia indu¨ıda per la de spec(A).
Definicio´ 9.2. Un anell A e´s de Jacobson si tot ideal primer de A e´s l’interseccio´ d’uns certs ideals maximals
de A.
Exemples:
· Els cossos so´n Jacobson.
· Z e´s Jacobson ja que tot ideal primer no nul e´s maximal, i (0) = ⋂
p=2,3,5...
(p).
· Els dominis d’ideals principals so´n Jacobson si tenen infinits ideals maximals.
· Un anell local e´s Jacobson si el seu maximal e´s primer.
Proposicio´ 9.3. Si A e´s Jacobson, aleshores el radical d’un ideal e´s l’interseccio´ dels ideals maximals que
el contenen.
Demostracio´. Sabiem que el radical d’un ideal e´s l’interseccio´ dels ideals primers que el contenen, aleshores;
si l’anell e´s Jacobson, aquests ideals primers que el contenen passen a ser els ideals maximals que el contenen.
uunionsq
En un anell de Jacobson hi ha les corresponde`ncies bijectives naturals entre els conjunts segu¨ents:
· Les descomposicions de specm(A) en unio´ finita de subconjunts oberts disjunts.
· Les descomposicions de A en un producte directe finit d’anells.
· Els conjunts complets d’idempotents ortogonals de A.
Tot anell de tipus finit sobre un anell Jacobson, e´s tambe´ Jacobson.
A me´s, si B e´s un anell finit sobre A i A e´s Jacobson, aleshores l’aplicacio´ A −→ B, indueix una aplicacio´
cont´ınua specm(A) −→ specm(B).
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Quan A e´s Jacobson, aleshores l’aplicacio´ U −→ U ∩ specm(A) e´s una bijeccio´ entre els oberts de spec(A) i
els oberts de specm(A). Per tant, spec(A) i specm(A) tenen la mateixa topologia; la u´nica difere`ncia esta`
en els conjunts subjac¸ents.
2. L’espectre maximal d’una K-a`lgebra finitament generada
Teorema 9.4. Sigui K un cos algebraicament tancat. Sigui A una K-a`lgebra finitament generada, de la
forma A = K[X1, ..., Xn]/I. Aleshores, Z(I) ' specm(A).
Demostracio´. Sigui K un cos algebraicament tancat i A = K[X1, ..., Xn]/I una K-a`lgebra finitament
generada.
Donat un ideal maximal m ⊂ A, aleshores el cos K(m) = A/m) e´s cos i tambe´ una K-a`lgebra finitament ge-
nerada; i per tant, pel lema de Zariski; K(m) e´s una extensio´ algebraica de K. Com que K e´s algebraicament
tancat, K(m) = K.
A me´s, l’imatge d’un homomorfisme de K-a`lgebres A −→ K e´s igual a K, que e´s un cos; per tant el nucli d’un
homomorfisme com aquest sera` un ideal maximal de A. D’aquesta manera obtenim una aplicacio´ exhaustiva:
Ψ: HomK−alg(A,K)→ specm(A)
ϕ 7→ Ker(ϕ)
Si dos homomorfismes tenen el mateix nucli m, aleshores factoritzen de la forma segu¨ent:
A −→ K(m) −→ K
Com que hem vist que K(m) = K, aleshores dos homomorfismes amb el mateix nucli difereixen nome´s per
un automorfisme de K. Com que hem suposat que K era algebraicament tancat, aleshores hi ha nome´s un
automorfisme de K, la identitat. Per tant, Ψ e´s una bijeccio´.
Hem vist que specm(A) ' HomK−alg(A,K), vegem ara que HomK−alg(A,K) ' Z(I).
Un homomorfisme A −→ K, no e´s res mes que l’eleccio´ de les imatges dels elements X1, ..., Xn de forma que
f(X1, ..., Xn) = 0, ∀f ∈ I. E´s a dir una n-tupla (a1, ..., an) ∈ Kn tal que f(a1, ..., an) = 0, ∀f ∈ I, e´s a dir,
un element de Z(I).
Per tant, obtenim una bijeccio´:
Φ: Z(I)→ HomK−alg(A,K)
(a1, ..., an) 7→ ϕ
Finalment, doncs Z(I) ' HomK−alg(A,K) ' specm(A).
uunionsq
3. Aplicacions de l’espectre maximal
Sigui ϕ : A −→ B un homomorfisme de K-a`lgebres finitament generades, on K e´s un cos algebraicament clos.
Sigui m un ideal maximal de B; aleshores B/m e´s un cos i alhora una K-a`lgebra finitament generada. Pel
lema de Zariski, doncs, e´s una extensio´ algebraica de K i com que K e´s integralment clos, doncs, B/m ' K.
Per tant, l’imatge de A en B/m e´s un domini d’integracio´ finit sobre K, i per tant e´s un cos. Com que
l’imatge de A en B/m e´s isomorfa a A/ϕ−1(m), aleshores l’ideal ϕ−1(m) e´s maximal en A. Per tant, ϕ
defineix una aplicacio´:
ϕ∗ : specm(B)→ specm(A)
m 7→ ϕ−1(m)
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continua, ja que (ϕ∗)−1(D(f)) = D(ϕ(f)).
Aix´ı, specm esdeve´ un functor de la categoria de les K-a`lgebres finitament generades a la categoria dels
espais topolo`gics.
Lema 9.5. Siguin A ⊂ B dominis integrals, tals que B = A[t] = A[T ]/I. Sigui J ⊂ A l’ideal dels coeficients
liderants de polinomis de I.
Aleshores, tot homomorfisme α : A −→ Ω on Ω e´s un cos algebraicament tancat, tal que α(J) 6= 0 pot ser
exte`s a un homomorfisme de B en Ω.

Cap´ıtol 10
Teoria de dimensio´ per a K-a`lgebres finitament
generades
Al llarg d’aquesta seccio´, quan parlem d’un anell A, estarem parlant sempre de una K-a`lgebra finitament
generada, on K e´s un cos, A sera` tambe´ un domini d’integracio´.
Sigui A = K[X1, ..., Xn]/I una K-a`lgebra. Aleshores el seu cos de fraccions F esta` generat com a K-a`lgebra
pel conjunt generador de A i el conjunt dels seus inversos. Per tant, F e´s un cos que pot ser generat finitament
com a K-a`lgebra. Aleshores, pel lema de Zariski, F e´s una extensio´ algebraica de K.
Definicio´ 10.1. Sigui L/K una extensio´ de cossos. El grau de transcende`ncia de L sobre K, e´s el cardinal
del conjunt me´s gran d’elements de L algebraicament independents sobre K
E´s a dir, la ma`xima cardinalitat d’un subconjunt de L: x1, ..., xn tals que cap polinomi amb coeficients a K
s’anula al evaluarlo en x1, ..., xn.
Definicio´ 10.2. Definim el grau de transcende`ncia d’un anell A sobre K, trdegk(A) com al grau de trans-
cende`ncia del cos de fraccions de A sobre K.
Proposicio´ 10.3. Sigui I un ideal de K[x1, ..., xn] generat per formes lineals linealment independents
l1, ..., lr. Siguin xi1 , ..., xin−r elements tals que {l1, ..., lr, xi1 , ..., xin−r} forma una base pel conjunt de formes
lineals en x1, ..., xn. Aleshores K[x1, ..., xn]/I ' K[xi1 , ..., xin−r ].
Demostracio´. Si l1, ..., lr so´n les formes lineals x1, ..., xr aleshores e´s evident. En el cas general, com que
{x1, ..., xn} i {l1, ..., lr, xi1 , ..., xin−r} son dues bases del conjunt de formes lineals; aleshores cada element
d’un conjunt pot ser obtingut com a combinacio´ d’elements de l’altre. Per tant:
K[x1, ..., xn] = K[l1, ..., lr, xi1 , ..., xin−r ] ⇒ K[x1, ..., xn]/I = K[l1, ..., lr, xi1 , ..., xin−r ]/I ' K[xi1 , ..., xin−r ].
uunionsq
Aquesta proposicio´ ens porta a la segu¨ent conclusio´:
Per qualsevol conjunt de formes lineals l1, ..., lr en x1, ..., xn; l’anell quocient K[x1, ..., xn]/(l1, ..., lr) e´s un
domini d’integracio´, el grau de transcende`ncia del qual e´s la dimensio´ del subespai de Kn definit per les
equacions: li = 0 per i = 1, ..., r.
Proposicio´ 10.4. Donat un polinomi irreductible f ∈ K[x1, ..., xn]; l’anell quocient K[x1, ..., xn]/(f) te´ grau
de transcende`ncia n− 1
Demostracio´. Sigui K[a1, ..., an] = K[x1, ..., xn]/I. On ai = xi+(f), i sigui K(a1, ..., an) el cos de fraccions
de K[a1, ..., an]. Com que f no e´s zero, aleshores algun xi ha d’apare`ixer en f , diguem que e´s xn. Aleshores,
per tot polinomi g ∈ (f), xn apareix tambe´ en g, i per tant, cap polinomi no nul en x1, ..., xn−1 pertany a
(f), per tant, cap polinomi no nul en a1, ..., an−1 e´s zero. E´s a dir, a1, ...an−1 e´s un conjunt algebraicament
independent
Per altra banda, an e´s algebraic sobre K(a1, ..., an−1) i per tant, no podem extendre el conjunt {a1, ..., an−1}
amb an de forma que segueixin sent algebraicament independents. Per tant, {a1, ..., an−1} e´s una base de
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transcende`ncia per K(a1, ..., an) sobre K. Tota extensio´ de cossos te´ una base de transcende`ncia, i totes les
bases de transcende`ncia tenen el mateix cardinal, el grau de transcende`ncia. uunionsq
Lema 10.5. Sigui A = K[X1, ..., Xn]/I una K-a`lgebra i sigui d = trdegK(A). Aleshores hi ha un subconjunt
de cardinal d de {X1, ..., Xn} algebraicament independent, diguem {X1, ..., Xd}
No el demostrarem.
Proposicio´ 10.6. Donat un ideal primer P no nul, en una K-a`lgebra A, tenim que
trdegK(A/P ) < trdegK(A).
Demostracio´. Suposem que A = K[X1, ..., Xn]/I = K[x1, ..., xn].
Donat f ∈ A, denotem f a la seva imatge en A/P . E´s a dir A/P = K[x1, ..., xn].
Sigui d = trdegK(A/P ), i siguin, segons el lema anterior, x1, ..., xd (despre´s d’una possible reordenacio´)
elements algebraicament independents sobre K. Veurem que en A, ∀f ∈ P f 6= 0, els elements x1, ..., xd, f
so´n algebraicament independents, implicant aix´ı que trdegK(A) e´s com a mı´nim d+ 1.
Suposem el contrari, que existeix una relacio´ algebraica com la segu¨ent:
a0(x1, ..., xd)f
m + a1(x1, ..., xd)f
m−1 + ...+ am(x1, ..., xd) = 0 amb ai(x1, ..., xd) ∈ K[x1, ..., xd].
Si apliquem l’homomorfisme A −→ A/P a aquesta relacio´ algebraica, obtenim que am(x1, ..., xm) = 0,
contradient aix´ı la independe`ncia algebraica de x1, ..., xd que hav´ıem suposat. uunionsq
Proposicio´ 10.7. Sigui A un UFD. Si P e´s un ideal primer de A tal que trdegK(A/P ) = trdegK(A) − 1,
aleshores P = (f) per un cert polinomi irreductible f ∈ P .
Demostracio´. L’ideal P no e´s nul ja que, en aquest cas, A/P seria igual a A; i aixo` contradiuria les
hipo`tesis.
Per tant, P conte´ algun polinomi no nul f . A me´s, com que P e´s primer, si f e´s un producte d’elements,
P ha de contenir un dels factors. D’aquesta manera trobem que P ha de contenir al menys un element
irreductible f .
Com que A e´s un UFD, els elements irreductibles so´n primers i viceversa, per tant (f) e´s un ideal primer.
De manera que:
Si P 6= (f), com que (A/(f))/P ' A/P , tenim que trdegK(A/P ) = trdegK((A/(f))/P ) < trdegK(A/(f)) =
trdegK(A)− 1.
Pero` esta`vem suposant que trdegK(A/P ) = trdegK(A)−1. Per tant trobem una contradiccio´, provinent del
fet que estem suposant que P 6= (f). uunionsq
Definicio´ 10.8. Sigui E/F una extensio´ finita de cossos, de grau n. Sigui α ∈ E. Podem veure α com a
una aplicacio´ F -lineal:
αL : E → E
x 7→ αx
I aleshores podem definir:
· La norma d’un element α ∈ E sobre F e´s: NmE/F (α) = det(αL) ∈ F .
· La trac¸a d’un element α ∈ E sobre F e´s: TrE/F (α) = tr(αL) ∈ F .
· El polinomi caracter´ıstic de α e´s: Cα,E/F (x) = CαL(x) ∈ F [x].
Proposicio´ 10.9. Sigui E/F una extensio´ finita de cossos, sigui α ∈ E i f(x) el polinomi mı´nim de α sobre
F .
Aleshores Cα,E/F (x) = f(x)
[E:F (α)].
Demostracio´. Com a primer cas, suposem que E = F (α). Aleshores, hauriem de veure que Cα,E/F (x) =
f(x).
Notem que α −→ αL e´s un homomorfisme injectiu de E en End(E) ja que si un element ξ e´s tal que ξE = 0,
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en particular ξ1 = 0 i per tant, ξ = 0.
A me´s, pel teorema de Cayley-Hamilton, sabem que Cα(αL) = 0. Per tant, per injectivitat, Cα(α) = 0. Per
tant, f divideix Cα. Pero`:
· El grau de f e´s el grau de l’extensio´ E/F , aixo` e´s 1.
· El grau de Cα e´s la dimensio´ de E com a F -espai vectorial.
Per tant, els dos so´n mo`nics i del mateix grau, e´s a dir, so´n el mateix. Queda, doncs vist.
Cas general: Sigui β1, ..., βn una base de F (α) sobre F , i sigui γ1, ..., γm una base per E sobre F (α). Ales-
hores, {βiγj}i=1,...,nj=1,...,m e´s una base de E sobre F .
Constru¨ım la matriu de α com a endomorfisme de F (α): Si αβi =
∑
aijβi, aleshores: A =
 a1,1 . . . a1,n. . . ai,j . . .
an,1 . . . an,n
.
I com hem vist abans, el polinomi caracter´ıstic de A e´s f(x).
Ara constru¨ım la matriu de α com a endomorfisme de E sobre F :
αβiγk =
∑
aijβiγk, per tant, la matriu de αL amb respecte a {γiβk} es descomposa en blocs, amb A a la
diagonal i zeros a la resta de la matriu.
Per tant, CαL(x) = CA(x)
m = f(x)m = f(x)[E:F (α)]. uunionsq
Corol·lari 10.10. Suposem que les arrels del polinomi mı´nim de α so´n: α1, ..., αn en un cert cos de










Lema 10.11. Sigui A un domini d’integracio´, integralment clos; i sigui L una extensio´ finita del seu cos de
fraccions F . Si α ∈ L e´s integral sobre A, aleshores NmL/K(α) ∈ A i α divideix NmL/K(α) en l’anell A[α].
Demostracio´. Sigui f(x) = xr + a1x
r−1 + ...+ a0 el polinomi mı´nim de α sobre K. sabem que, com que
α e´s integral sobre A, aleshores els coeficients ak ∈ A, ∀k = 0, ..., r − 1.
Per tant, per la proposicio´ anterior, NmL/K(α) = (f(0))
m = am0 ∈ A.
A me´s, de l’equacio´ 0 = α(αr−1 + ...+ a1) + a0 n’extraiem que a0 = −α(αr−1 + ...+ a1), per tant, α divideix
en efecte NmL/K(α) a l’anell A[α]. uunionsq
Teorema 10.12. Sigui f ∈ A tal que no sigui ni zero ni un element invertible. I sigui P un ideal primer,
minimal entre aquells que contenen (f). Aleshores, trdegK(A/P ) = trdegK(A)− 1.
Demostracio´. Escrivim rad(f) com a una interseccio´ irredundant d’ideals primers: rad(f) = P1 ∩ ...∩Pn.
Aleshores, V (rad(f)) = V (P1) ∪ ... ∪ V (Pn) e´s la descomposicio´ de V (rad(f) en les seves components
irreductibles.
Existeix, doncs, I0 ∈ V (P1)−
m⋃
i=2
V (Pi), que e´s un subconjunt obert de spec(A), i que e´s per tant de la forma
D(h), per un cert h ∈ A. L’anell Ah e´s tal que:
· Te´ el mateix grau de transcende`ncia que A ja que te´ el mateix cos de fraccions.
· En Ah, rad(f)e = rad(f
1
) = S−1h (rad(f)) = S
−1
h (P1 ∩ ... ∩ Pn) = S−1h P1 ∩ ... ∩ S−1h Pn = S−1h P1 = P e1
ja que h ∈ Pk, ∀k = 2, ..., n.
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Aleshores, podem canviar A per Ah i podem suposar que rad(f) e´s primer, i igual a P . Tambe´, Ah/S
−1P
te´ el mateix grau de transcende`ncia que A/P perque` tenen el mateix cos de fraccions.
D’acord amb el Teorema de Normalitzacio´ de Noether, existeix un conjunt d’elements algebraicament in-
dependents: x1, ..., xd ∈ A tals que A pot ser generat com a K[x1, ..., xd]-a`lgebra finita. Notem que
d = trdegK(A).
Podem agafar A com a K[x1, ..., xd]-mo`dul i A com a extensio´ finita de A mateix, i com que el fet de que
A sigui un mo`dul finitament generat, implica que A e´s integral sobre K[x1, ..., xd]; pel lema previ, obtenim
que f0 = Nm(f) ∈ K[x1, ..., xd].
Volem veure que P∩K[x1, ..., xd] = rad(f0) perque` en tal cas, l’homomorfisme: K[x1, ..., xd]/rad(f0)→ A/P ,
seria injectiu. En efecte: si x ∈ K[x1, ..., xd] i x = 0 en A/P , aleshores x ∈ P ∩K[x1, ..., xd] = rad(f0) ⇒
x = 0 en K[x1, ..., xd]/rad(f0).
I en aquest cas, com que aquest homomorfisme e´s tambe´ finit, tindriem que:
trdegK(A/P ) = trdegK(K[x1, ..., xd]/rad(f0)) = d− 1. (per la proposicio´ 10.4), com voliem veure.
Vegem doncs, finalment que P ∩K[x1, ..., xd] = rad(f0):
· rad(f0) ⊂ P ∩K[x1, ..., xd]: Per hipo`tesi, A e´s finit sobre el seu subanell K[x1, ..., xd]. El lema anterior
mostra, doncs, que f divideix f0 en A i per tant, f0 ∈ (f) ⊂ P . Per tant, (f0) ⊂ P ∩ K[x1, ..., xd],
cosa que implica que rad(f0) ⊂ P ∩K[x1, ..., xd] perque` P e´s radical, i si αm ∈ K[x1, ..., xd] ⇒ α ∈
K[x1, ..., xd].
· P ∩K[x1, ..., xd] ⊂ rad(f0): Sigui g ∈ P ∩K[x1, ..., xd]. Aleshores, g ∈ rad(f) = P i per tant, gm = fh
per un cert h ∈ A. Si prenem normes, trobem que:
Nm(gm) = gme = Nm(fh) = Nm(f)Nm(h) = f0Nm(h) ∈ (f0) ⊂ rad(f0). On e e´s el grau de
l’extensio´ del cos de fraccions.
uunionsq
Corol·lari 10.13. Sigui P un ideal primer minimal en A. Aleshores trdegK(A/P ) = trdegK(A)− 1.
Demostracio´. Sigui f un element no nul de P . Aleshores, f no e´s un element invertible i P e´s minimal
entre aquells ideals que contenen f . Per tant, podem aplicar el teorema anterior. uunionsq
Teorema 10.14. La longitud d de qualsevol cadena d’ideals primers diferents no
refinable Pd ⊃ Pd−1 ⊃ ... ⊃ P1 ⊃ P0 en A e´s trdegK(A).
En particular, un ideal maximal de A te´ altura trdegK(A) i per tant, la dimensio´ de Krull de A e´s igual a
trdegK(A).
Demostracio´. Del lema anterior, en dedu¨ım que:
trdegK(A) = trdegK(A/P1)+1 = trdegK(A/P2)+2 = ... = trdegK(A/Pd)+d. Pero` Pd e´s un ideal maximal
i per tant, A/Pd e´s un cos, i com a tal, trdegK(A/Pd) = 0. uunionsq
Remarca 10.15. Sigui A una K-a`lgebra finitament generada (no nescessa`riament un domini d’integracio´).
Aleshores, una cadena maximal d’ideals primers de A diferents que acabi en un ideal primer fixat P , te´
longitud trdegK(A/P ) perque` en A/P aquesta cadena e´s maximal. Per tant, la dimensio´ de Krull de A e´s
max{trdegK(A/P )} on P recorre tots els ideals primers minimals de A.
Cap´ıtol 11
Descomposicions prima`ries
Al llarg d’aquesta seccio´, A sera` sempre un anell commutatiu qualsevol
Definicio´ 11.1. Un ideal Q ⊂ A e´s primari quan e´s un ideal propi i a me´s: ab ∈ Q, a /∈ Q ⇒ bn ∈ Q per
un cert n ≥ 1.
Un ideal primari i radical e´s primer ja que:
ab ∈ Q⇒ an ∈ Q o bm ∈ Q per uns certs n,m ∈ N⇒ a o b ∈ Q.
Proposicio´ 11.2. Un ideal propi de A e´s primari si i nome´s si, tots els divisors de zero en A/Q so´n
nilpotents.
Demostracio´. Sigui Q un ideal primari de A. Sigui A/Q, i sigui x un divisor de zero, e´s a dir, existeix un
cert y 6= 0 i xy = 0. Aixo` vol dir que xy ∈ Q, el fet de que y 6= 0, implica que y /∈ Q, i per tant xn ∈ Q per
un cert n ∈ N. Per tant, xn = 0 per un cert n ∈ N. E´s a dir, x, nilpotent.
D’altra banda, si tots els divisors de zero en A/Q so´n nilpotents, vegem que Q e´s primari:
Sigui xy ∈ Q, aleshores xy = 0 a A/Q, i per tant, si y /∈ Q, aleshores y 6= 0 i per tant x e´s un divisor de 0.
Aixo` vol dir que xn = 0, per un cert n. Aixo` implica que xn ∈ Q per un cert n, com vol´ıem veure. uunionsq
Proposicio´ 11.3. Sigui Q un ideal primari. Aleshores rad(Q) e´s un ideal primer que conte´ Q. De fet e´s
l’ideal primer me´s petit que conte´ Q en el sentit que rad(Q) esta` contingut en qualsevol altre ideal primer
que contingui Q.
Demostracio´. Suposem que ab ∈ rad(Q) i b /∈ rad(Q). Aleshores una certa pote`ncia de ab, diguem
(ab)n = anbn ∈ Q, pero` com que b /∈ Q⇒ bn /∈ Q per cap n ∈ N. Per tant, com que Q e´s primari, hi ha un
k ∈ N pel qual (an)k = ank ∈ Q. Per tant, a ∈ rad(Q).
Per la segona part: suposem que un cert ideal primer P conte´ Q. Sigui a ∈ rad(Q). Per un cert n ∈ N,
an ∈ Q ⊂ P , com que en particular P e´s primer, aleshores a ∈ P . Per tant, rad(Q) ⊂ P . uunionsq
Quan Q e´s un ideal primari i P e´s el seu radical, direm que Q e´s P -primari.
Proposicio´ 11.4. Sigui Q un ideal, el radical del qual e´s un ideal maximal m. Aleshores Q e´s m-primari.
En particular totes les pote`ncies d’un ideal maximal m so´n m-prima`ries.
Demostracio´. Si un ideal primer conte´ Q, aleshores conte´ el seu radical, m, i per tant e´s igual a aquest
darrer.
Com que els ideals primers de A/Q so´n els ideals primers de A que contenen Q, doncs, els ideals primers de
A/Q col·lapsen en un de sol: m/Q, i per tant A/Q e´s un anell local. Aleshores els elements de A/Q, o be´
so´n elements invertibles, i per tant no so´n divisors de zero; o be´ pertanyen al maximal m/Q´ = rad(Q)/Q i
per tant so´n nilpotents.
Aix´ı doncs, Q e´s m-primari. uunionsq
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Proposicio´ 11.5. Sigui ϕ : A −→ B un homomorfisme d’anells. Si Q e´s un ideal P -primari de B, aleshores
Qc e´s un ideal P c-primari de A:.
Demostracio´. L’aplicacio´ A/Qc −→ B/Q e´s injectiva. Ja que ϕ(x) = 0 a B/Q⇒ ϕ(x) ∈ Q⇒ x ∈ Qc ⇒
x = 0 a A/Qc.
Per tant, si la imatge d’un element de A/Qc e´s nilpotent en B/Q aleshores, l’element tambe´ ho e´s en A/Qc.
I per tant, si un element x e´s divisor de zero en A/Qc, com que la seva imatge tambe´ e´s divisor de zero en
B/Q, i Q e´s un ideal primari, tenim que la imatge de x en B/Q sera` nilpotent; pero` aleshores x tambe´ ho
sera` en A/Qc . Aix´ı doncs, Qc e´s primari, de fet e´s rad(Qc)-primari. Pero` rad(Qc) = rad(Q)c = P c. Per
tant, Qc e´s P c-primari. uunionsq
Lema 11.6. Siguin P i Q un parell d’ideals de A tals que:
· Q ⊂ P ⊂ rad(Q).
· ab ∈ Q⇒ a ∈ Q o b ∈ P .
Aleshores P e´s primer, P = rad(Q) i Q e´s P -primari.
Demostracio´. Q e´s primari: Si ab ∈ Q aleshores o a ∈ Q o b ∈ P ⊂ rad(Q).
Vegem ara que P = rad(Q): Una inclusio´, P ⊂ rad(Q), ja la tenim per hipo`tesi. Vegem la contra`ria:
Sigui a ∈ rad(Q) i sigui n ∈ N el mı´nim exponent pel qual an ∈ Q. Si n = 1 ⇒ a ∈ Q ⊂ P . Si n > 1,
aleshores an = an−1a ∈ Q i per tant o an−1 ∈ Q, opcio´ que queda descartada perque` hem suposat que n era
el mı´nim exponent; o a ∈ P . uunionsq
Proposicio´ 11.7. Una interseccio´ finita d’ideals P -primaris, e´s P -prima`ria.
Demostracio´. Siguin Q1, ..., Qn ideals P -prima`ris. I sigui Q = Q1∩ ...∩Qn. Veurem que Q ⊂ P ⊂ rad(Q),
satisfa` les hipo`tesis del lema anterior:
· Q ⊂ P : Obvi.
· P ⊂ rad(Q): Sigui a ∈ P , aleshores ∀i = 1, ..., n; existeix ri tal que ari ∈ Qi. Aleshores,
ar1r2...rn ∈ Q1 ∩ ... ∩Qn = Q. Per tant, a ∈ rad(Q).
· Suposem ab ∈ Q pero` a /∈ P . Vegem que b ∈ Q: Com que ∀i = 1, ..., n, ab ∈ Qi; Qi so´n ideals
P -primaris, i a me´s a /∈ P aleshores, b ∈ Qi ∀i = 1, ..., n⇒ b ∈ Q.
uunionsq
Definicio´ 11.8. Els ideals primers minimals d’un ideal I so´n els elements minimals del conjunt d’ideals
primers que contenen I. E´s a dir, els elements minimals de V (I).
Definicio´ 11.9. Una descomposicio´ prima`ria d’un ideal I en un anell A e´s un conjunt finit d’ideals primaris
S, l’interseccio´ dels quals e´s I.
Definicio´ 11.10. Una descomposicio´ prima`ria e´s minimal quan:
(i) El radical dels diferents ideals de S e´s diferent.
(ii) No hi ha cap ideal Q0 ⊂ S redundant en el sentit de que Q0 ⊂
⋂ {Q| Q ∈ S,Q0}.
Si I admet una descomposicio´ prima`ria, aleshores n’admet una de minimal, ja que:
· Per la proposicio´ anterior, si tenim en S dos ideals amb el mateix radical, podem agafar la interseccio´
i eliminar els dos ideals de S.
· Els ideals redundants poden ser simplement omesos.
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D’aquesta manera arribem d’una descomposicio´ prima`ria qualsevol a una de minimal.
Proposicio´ 11.11. Sigui un ideal I = Q1 ∩ ... ∩Qn on tots els Pi so´n primaris.
Aleshores, els ideals primers minimals de I so´n els elements minimals del conjunt {P1, ..., Pn}.
Demostracio´. Primer, tots els ideals Pi de {P1, ..., Pn} contenen Qi, el qual conte´ I. Vegem doncs, que
aquests ideals so´n minimals entre els ideals primers que contenen I: Sigui P un ideal primer que conte´
I i sigui A/P el domini d’integracio´ quocient. Siguin Q′i les imatges de Qi al quocient. Com sabem,
Q1...Qn ⊂ Q1 ∩ ...∩Qn = P . Per tant, Q′1...Q′n = 0 a A/P . Com que A/P e´s un domini d’integracio´, doncs,
existeix un cert i tal que Q′i = 0, e´s a dir Qi ⊂ P , ara be´, com que Pi e´s l’ideal primer me´s petit que conte´
Qi, Pi ⊂ P .
En efecte, doncs, el conjunt els ideals minimals del conjunt {P1, ..., Pn} so´n els ideals minimals de I. uunionsq
Aquesta proposicio´ mostra que, en particular, si un ideal I admet una descomposicio´ prima`ria, aleshores te´
un conjunt finit d’ideals primers minimals; per tant, rad(I) e´s una interseccio´ finita d’ideals primers.
Definicio´ 11.12. Sigui I un ideal de A i x ∈ A. Denotem per (I : x) = {a ∈ A| ax ∈ I}. El conjunt (I : x)
e´s tambe´ un ideal, que sera` el total quan x ∈ I.
Proposicio´ 11.13. Sigui Q un ideal P -primari, i sigui x ∈ A \Q. Aleshores, (Q : x) e´s tambe´ P -primari, i
per tant, rad(Q) = rad(Q : x).
Demostracio´. Veurem que els ideals (Q : x), P, i rad(Q : x) satisfan les hipotesis del lema 11.6, que so´n:
· (Q : x) ⊂ P ⊂ rad(Q : x)
· si ab ∈ (Q : x), aleshores a ∈ P o b ∈ (Q : x).
Vegem la primera condicio´:
Si a ∈ (Q : x), aleshores ax ∈ Q, pero` x era tal que x /∈ Q; per tant a ∈ P . Aix´ı doncs: (Q : x) ⊂ P .
Prenent radicals obtenim que:
· Com que Q ⊂ (Q : x)⇒ rad(Q) = P ⊂ rad(Q : x).
· Com que (Q : x) ⊂ P ⇒ rad(Q : x) ⊂ rad(P ) = P .
En particular P ⊂ rad(Q : x).
Vegem la segona condicio´:
Si ab ∈ (Q : x) ⇒ abx ∈ Q i per tant, a ∈ P o bx ∈ Q, en el segon cas, aixo` implica que b ∈ (Q : x) com
busquem. uunionsq
Teorema 11.14. Sigui I = Q1 ∩ ... ∩ Qn una descomposicio´ prima`ria minimal de I; i sigui Pi = rad(Qi).
Aleshores:
{P1, ..., Pn} = {rad(I : x)| x ∈ A i rad(I : x) e´s primer}.
En particular, el conjunt {P1, ..., Pn} e´s independent de la descomposicio´ prima`ria minimal escollida.
Demostracio´. Donat x ∈ A:
(I : x) = (
⋂
Qi : x) =
⋂
(Qi : x). I per tant, rad(I : x) = rad(
⋂
(Qi : x)) =
⋂




Aleshores, vegem les dues inclusions:
· {P1, ..., Pn} ⊃ {rad(I : x)| x ∈ A i rad(I : x) e´s primer}: Si rad(I : x) e´s primer per un cert
x ∈ A, aleshores rad(I : x) = Pk per un cert k = 1, ..., n. Ja que en cas contrari, podriem pendre
ai ∈ Pi \
⋂
x/∈Pi
Pi per cada i, i aleshores l’element a1...an ∈
⋂
x/∈Pi
Pi. Pero` com que
⋂
x/∈Pi
Pi = rad(I : x),
que e´s primer, aleshores un dels elements a1, ..., an pertany a rad(I : x) i trobem, doncs, la contradiccio´.
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· {P1, ..., Pn} ⊂ {rad(I : x)| x ∈ A i rad(I : x) e´s primer}: Donat un Pj ∈ {P1, ..., Pn}, volem veure que
el podem obtenir com a rad(I : x) per un cert x ∈ A:
Com que donat x ∈ A, rad(I : x) = ⋂
x/∈Pi
Pi, si prenem xj ∈ Pi ∀i 6= j; obtenim que rad(I : xj) = Pj .
uunionsq
Definicio´ 11.15. Direm que un ideal I e´s irreductible si: I = I1 ∩ I2 ⇒ I = I1 o I = I2.
Proposicio´ 11.16. Sigui A un anell noetheria`:
(a) Tots els ideals de A es poden expressar com a interseccio´ finita d’ideals irreductibles.
(b) Tots els ideals irreductibles de A so´n primaris.
Demostracio´.
(a) Suposem el contrari. Sigui M un ideal maximal entre aquells que no poden ser expressat com a una
interseccio´ finita d’ideals irreductibles. En particular M no pot ser irreductible, i per tant es pot
expressar com la interseccio´ de dos ideals M = M1 ∩M2, amb M1,M2 contenint pro`piament en M . I
com que M era maximal, aleshores M1 i M2 han de poder expressar-se com a interseccio´ finita d’ideals
irreductibles. Aleshores M s’expressa com la interseccio´ finita dels ideals irreductibles de M1 i M2.
(b) Sigui I un ideal irreductible de A, i considerem l’anell quocient A/I. Sigui x un divisor de zero en
A/I, diguem que xb = 0, amb b 6= 0. Hem de veure que x e´s nilpotent:
Veurem que l’ideal zero en A/I pot ser expressat com la interseccio´ (xm) ∩ (b) = (0); amb b 6= 0.
Aleshores, com que I e´s irreductible en A, l’ideal (0) tambe´ e´s irreductible en A/I i per tant (xm) = 0.
Vegem, doncs, que (xm) ∩ (b) = (0), ja que b 6= 0:
Com que A e´s noetheria`, aleshores A/I tambe´ i per tant la cadena d’ideals
((0) : x) ⊂ ((0) : x2) ⊂ ((0) : x3) ⊂ ... esdeve´, en un cert punt constant; per exemple ((0) : xm) =
((0) : xm+k), ∀k ∈ N. Sigui c ∈ (xm)∩ (b). Com que per una banda, c ∈ (b); aleshores cx = λbx = 0; i
per altra banda, c ∈ (xm)⇒ c = dxm per un cert d ∈ A/I.
Aleshores (dxm)x = 0⇒ d ∈ ((0) : xm+1) = ((0) : xm)⇒ c = dxm = 0. E´s a dir (xm) ∩ (b) = (0).
uunionsq
Un ideal P -primari I en un anell noetheria` conte´ sempre una pote`ncia de P . De fet, un ideal I sempre conte´
una pote`ncia del seu radical. (Proposicio´ 3.19).
El segu¨ent resultat dona un resultat invers quan P e´s maximal.
Proposicio´ 11.17. Sigui m un ideal maximal en un anell noetheria` A. Si un ideal propi I ⊂ A conte´ una
pote`ncia de m, aleshores e´s m-primari.
Demostracio´. Sigui P un ideal primer que contingui I, i suposem que mr ⊂ I. Aleshores mr ⊂ I ⊂ P ⇒
mr ⊂ P i P e´s primer, per tant m ⊂ P ⇒ m = P . Aix´ı doncs, m e´s l’u´nic ideal primer que conte´ I, la qual
cosa implica que I e´s m-primari. uunionsq
Cap´ıtol 12
Teoria de dimensio´ per a anells noetherians
Sigui A un anell noetheria` i sigui P un ideal primer de A. Sigui AP = S
−1A. Comenc¸arem estudiant
l’extensio´ i la contraccio´ d’ideals respecte a l’homomorfisme A −→ AP . Recordem que AP e´s un anell local,
l’ideal maximal del qual e´s P e = PAP .
Definicio´ 12.1. L’ideal (Pn)ec = {a ∈ A| sa ∈ Pn, per un cert s ∈ S} s’anomena l’ene`ssima pote`ncia
simbo`lica de P i la denotarem P (n). Si m e´s maximal, aleshores m(n) = mn.
Lema 12.2. L’ideal P (n) e´s P -primari.
Demostracio´. Per a la prova d’aquest lema, nescessitarem recordar alguns resultats pre`vis:
· Proposicio´ 11.4.
· Proposicio´ 11.5.
· Propietats de la definicio´ 2.19.
Aleshores: Com que P e e´s un ideal maximal de AP , aleshores, (P
e)n e´s P e-primari, per tant, ((P e)n)c e´s
(P e)c-primari. Pero` el que volem veure e´s que P (n) e´s P -primari, en efecte:
· P ec = P .
· (P e)n = (Pn)e ⇒ ((P e)n)c = (Pn)ec = P (n).
Per tant, en efecte, P (n) e´s P -primari. uunionsq
Lema 12.3. Considerem els ideals I ⊂ P ′ ⊂ P ; suposem que P ′ e´s primer; i considerem tambe´
l’homomorfisme: A −→ AP .
Si P ′ e´s un ideal primer minimal de I, aleshores, P ′e e´s un ideal primer minimal de Ie.
Demostracio´. Suposem el contrari: Suposem que hi hague´s un ideal P ′′ 6= P ′e i tal que Ie ⊂ P ′′ ( P ′e.
Prenent contraccions, obtenim que P ′ec = P ′ i P ′′c 6= P ′ec. E´s a dir, tindriem:
I ⊂ Iec ⊂ P ′′c ( P ′, contradient, aix´ı; la minimalitat de P ′. uunionsq
Teorema 12.4 (Teorema dels ideals principals de Krull). Sigui A un anell noetheria`. Donat un element
b ∈ A que no sigui un element invertible, l’altura ma`xima d’un ideal primer minimal P de (b) e´s, com a
ma`xim, 1.
Demostracio´. Considerem A −→ AP . D’acord amb el lema anterior, si P e´s un ideal minimal de (b);
aleshores P e e´s un ideal minimal de (b)e = (
b
1
) en AP . I per la corresponde`ncia bijectiva entre ideals de A
disjunts amb S i ideals de S−1A; tenim que si el teorema e´s cert a AP per (
b
1
) ⊂ P e ⊂ AP , aleshores e´s cert
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tambe´ per (b) ⊂ P ⊂ A.
Aleshores, podem reemplac¸ar A per AP i suposar que A e´s un anell noetheria` local amb un sol ideal maximal:
P .
Suposem que P conte´ pro`piament un ideal primer P1. Hem de veure, que si existeix P2 tal que P2 ⊂ P1,
aleshores P2 = P1. Veurem que hi ha un cert s ∈ N tal que P s1 = (0)c = {x ∈ A| ax = 0 per un cert a /∈ P1}.
(Contraccio´ respecte a l’homomorfisme A −→ AP1 .
Per tant, si x ∈ P s1 ⇒ ∃a ∈ A \ P1 tal que ax = 0.
Aleshores, si x ∈ P1 ⇒ xs ∈ P s1 ⇒ axs = 0 ∈ P2. Pero` a ∈ A \ P1 ⊂ A \ P2 ⇒ xs ∈ P2 ⇒ x ∈ P2.
Vegem doncs, que existeix aquest s ∈ N pel qual P s1 = (0)c.
Sigui P
(r)
1 la r-e`ssima pote`ncia simbo`lica de P1. Com que P e´s maximal en A; i e´s alhora un ideal primer
minimal de (b), aleshores l’unic ideal primer de A/(b) e´s P/(b). Per tant, A/(b) e´s un anell Artinia`1, e´s a
dir; tota cadena descendent d’ideals esdeve´, en un cert punt, constant. En particular:
P (1)/(b) ⊃ P (2)/(b) ⊃ P (3)/(b) ⊃ ...
Esdeve´, en un cert punt, constant. Per tant, existix s ≥ 0 tal que P (s)1 + (b) = P (s+1)1 + (b) = ....
Vegem que:
(1) ∀m ≥ s, P (m)1 ⊂ (b)P (m)1 + p(m+1)1 :
Sigui x ∈ P (m)1 , o`bviament, x ⊂ (b) + P (m)1 = (b) + P (m+1)1 ; i per tant podem expressar x com a
combinacio´: x = ab+ x′, amb a ∈ A i x′ ∈ P (m+1)1 . Hem d’arribar a veure que, de fet, a ∈ P (m)1 .
Si a¨ıllem ab obtenim que ab = x−x′ ∈ P (m)1 . P (m)1 e´s un ideal P1-primari, per tant, a ∈ P (m)1 o b ∈ P1.
Si b ∈ P1, aleshores (b) ⊂ P1 ⊂ P , contradient aix´ı la minimalitat de P . Per tant b /∈ P1 ⇒ a ∈ P (m)1
com vol´ıem veure.
(2) ∀m ≥ s, P (m)1 = P (m+1)1 :














Finalment, P s1 ⊂ P (s)1 = P (s+1)1 = P (s+2)1 = ...


















El Teorema d’interseccio´ de Krull diu que si I e´s un ideal contingut en tots els maximals de l’anell; aleshores⋂
n∈N
In = 0. Com que P e1 e´s l’u´nic ideal maximal de AP1 , aleshores P
s






Per a extendre aquest resultat a ideals no nescessa`riament principals.
Lema 12.5. Sigui P un ideal primer en un anell noetheria` A i sigui S un conjunt finit d’ideals primers, cap
dels quals contenint P . Suposem que existeix una cadena d’ideals primers de la forma:
P ⊃ Pd−1 ⊃ ... ⊃ P0.
Aleshores, existeix una cadena igual amb P1 no contingut en cap dels ideals de S.
Demostracio´. Comenc¸arem provant un cas especial: Suposem una cadena de longitud 3: P ⊃ P1 ⊃ P0
amb tots els ideals diferents i P no contingut el cap dels ideals de S. Pel Lema d’evitacio´ de primers, si P
no esta` contingut ni a P0 ni a cap dels ideals de S, aleshores P no esta` contingut en la unio´ de tots aquests
ideals, i per tant hi ha un element a ∈ P tal que a /∈ P0 ∪
⋃{P ′ ∈ S}.
Ara, com que P conte´ (a), i P0, aleshores tambe´ conte´ un ideal primer minimal P
′
1 de (a)+P0. Tenim doncs,
P ⊃ P ′1 ⊃ P0. Hem de comprovar que:
1Un anell artinia`, e´s un anell en el qual tota cadena descendent d’ideals esdeve´, en un cert punt, constant. Existeix un resultat
que diu que si en un anell A hi ha un u´nic ideal primer, aleshores A e´s Artinia`
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· Tots els ideals so´n diferents: O`bviament P0 6= P ′1. Vegem que P ′1 6= P : Prenent quocients, P ′1/P0 e´s un
ideal primer minimal de ((a) + P0)/P0, i com que aquest darrer e´s un ideal principal, aleshores P
′
1/P0
te´ altura com a ma`xim 1.
Per altra banda, la cadena P/P0 ⊃ P1/P0 ⊃ P0/P0 mostra que P/P0 te´ altura 2. Com que tenen
altures diferents, aleshores P/P0 i P1/P0 han de ser diferents, i per tant P i P1 tambe´.
· P ′1 no esta` inclo`s en cap dels ideals de S ja que conte´ a.
Queda provat, doncs, el cas especial.
Pel cas general, considerem la cadena P ⊃ Pd−1 ⊃ ... ⊃ P0. Considerem, la part P ⊃ Pd−1 ⊃ Pd−2 i
apliquem el cas especial que ja hem demostrat. Aleshores obtenim una cadena P ⊃ P ′d−1 ⊃ ... ⊃ P0 on P ′d−1
no esta` contingut en cap dels ideals de S. Aplicant de nou el cas especial a la part P ′d−1 ⊃ Pd−2 ⊃ Pd−3,
obtenim una nova cadena P ⊃ P ′d−1 ⊃ P ′d−2 ⊃ ... ⊃ P0 en la qual P ′d−2 no esta` contingut en cap dels ideals
de S.
Repetint el proce´s arribem a la cadena desitjada: P ⊃ P ′d−1 ⊃ ... ⊃ P ′1 ⊃ P0 amb P ′1 com voliem. uunionsq
Teorema 12.6. Sigui A un anell noetheria`. Donat un ideal propi I = (a1, ..., am); l’altura d’un ideal primer
minimal de I e´s, com a ma`xim m.
Demostracio´. Farem induccio´ sobre el nombre m de generadors de I:
· m = 1: Si m = 1, aleshores el resultat ja esta` provat pel Teorema dels ideals principals de Krull.
· n ≥ 2: Suposem que el teorema e´s cert per ideals generats per m− 1 elemets.
Sigui P un ideal primer minimal de I, i siguin P ′1, ..., P
′
t , ideals primers minimals de l’ideal (a2, ..., am).
Per hipo`tesi, cadascun dels ideals P ′i te´ altura com a ma`xim m − 1. Podem suposar que P no esta`
contingut en cap d’aquests ideals P ′i ja que altrament aquest P
′
i no seria minimal.
Sigui d l’altura de P . Hem de veure que d ≤ m. D’acord amb el lema anterior, existeix una cadena
d’ideals primers diferents:
P = Pd ⊃ Pd−1 ⊃ ... ⊃ P1 ⊃ P0 amb d ≥ 1
En la qual, P1 no esta` contingut en cap dels ideals P
′
i . I per tant, pel Lema d’evitacio´ de primers,




Veurem que P e´s un ideal primer minimal de (b, a2, ..., am); i si aixo` e´s cert, aleshores P/(b) e´s un
ideal minimal de (b, a2, ..., am)/(b) = (a2, ..., am)/(b) en A/(b), i com que aquest e´s generat per m− 1
elements, aleshores P/(b) te´ altura com a ma`xim m− 1.
Per altra banda, com que b ∈ P1 ⊂ P2 ⊂ ... ⊂ Pd−1 ⊂ P ; aleshores els ideals primers P1/(b) ⊂
P2/(b) ⊂ ... ⊂ Pd−1/(b) ⊂ P/(b) so´n diferents, i aix´ı doncs, P/(b) te´ altura com a mı´nim d− 1. Tenim,
doncs, que d− 1 ≤ m− 1⇒ d ≤ m.
Vegem, doncs, que P e´s minimal per (b, a2, ..., am): Com que P e´s un ideal primer i conte´
I ′ = (b, a2, ..., am) aleshores conte´ un ideal primer minimal de I ′. Diguem P ′. Vegem que P = P ′.
Com que P ′ ⊃ (a2, ..., am) ⇒ P ′ conte´ tots els ideals minimals Pi; i a me´s, com que P ′ conte´ b; cap
dels ideals primers Pi e´s igual a P .
Per tant, si P ′ 6= P , obtenim que P ′i ⊂ P ′ ⊂ P e´s una cadena d’ideals primers diferents, i per tant;
P ′i/(a2, ..., am) ⊂ P ′/(a2, ..., am) ⊂ P/(a2, ..., am) tambe´ e´s una cadena d’ideals primers diferents.
Arribem a la conclusio´ de que P = P/(a2, ..., am) te´ altura 2 en A/(a2, ..., am).
Pero` P e´s un ideal primer minimal en A de I/(a2, ..., am) = (a1)/(a2, ..., am). Pero` pel Teorema dels
ideals principals de Krull, l’altura d’un ideal primer minimal d’un ideal principal e´s, com a ma`xim 1.
Per tant, P = P ′.
uunionsq
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Definicio´ 12.7. Sigui A un anell noetheria` i I un ideal.
L’altura d’un ideal I e´s la mı´nima altura d’un ideal primer que conte´ I. ht(I) = min{ht(P )} pels ideals
primers P que contenen I.
El teorema anterior mostra que en un anell noetheria`, ht(I) e´s finit ∀I ideal de A.
Teorema 12.8. Sigui A un anell noetheria`, i sigui I un ideal propi de A d’altura r.
Aleshores, existeixen r elements a1, ..., ar ∈ I tals que per cada i ≤ r, l’ideal (a1, ..., ai) te´ altura i.
Demostracio´. Farem per casos segons l’altura r de l’ideal.
· Si r = 0, aleshores prenem el conjunt buit de ai’s
· Si r ≥ 1:
- Hi ha un nombre finit d’ideals primers d’altura 0, els ideals primers minimals de (0), i cap d’ells
conte´ I perque` l’altura de I e´s me´s gran. Pel Lema d’evitacio´ de primers, existeix
un a1 ∈ I \
⋃{ideals primers d’altura 0}. (a1) te´ altura com a mı´nim 1 i com que e´s un ideal
principal, (a1) te´ altura 1.
- Hi ha un nombre finit d’ideals primers d’altura 2 que continguin (a1), els ideals primers minimals
de (a1), i cap d’ells conte´ I perque` l’altura de I e´s me´s gran. Pel Lema d’evitacio´ de primers,
existeix un as ∈ I \
⋃{ideals primers d’altura 1 que contenen (a1)}. Per construccio´, (a1, a2) te´
altura com a mı´nim 2 i per tant, pel teorema anterior, te´ altura 2.
...
- Hi ha un nombre finit d’ideals d’altura r-1 que continguin (a1, ..., ar−1), els ideals primers minimals
de (a1, ..., ar−1), i cap d’ells conte´ I perque` l’altura de I e´s me´s gran. Pel Lema d’evitacio´
de primers, hi ha un ar ∈ I \
⋃{ideals primers d’altura r-1 que contenen (a1, ..., ar−1)}. Per
construccio´, (a1, ..., ar) te´ altura com a mı´nim r i per tant, pel teorema anterior, te´ altura r.
uunionsq
Corol·lari 12.9. En un anell noetheria`, un ideal primer d’altura r sempre e´s un ideal primer minimal d’un
ideal generat per r elements.
Demostracio´. Pel teorema anterior, un ideal I d’altura r conte´ un ideal (a1, ..., ar) d’altura r. A me´s, I e´s
primer; suposem que no fo´s minimal per (a1, ..., ar): aleshores existiria I
′ ⊂ I tal que (a1, ..., ar) ⊂ I ′ ⊂ I;
pero` aleshores I ′ seria un ideal primer d’altura com a ma`xim r − 1 que conte´ un ideal d’altura r. uunionsq
Part 2





En aquesta segona part del treball, ens dedicarem a estudiar un article de T.T.Moh, (J. Math. Soc. Japan
Vol. 26, No. 4, 1974), en el qual es demostra que no existeix una quota uniforme al nombre de generadors
per a ideals primers a l’anell de se`ries de pote`ncies en tres variables K[[x, y, z]].
En particular provarem el segu¨ent teorema:
Teorema 13.1. Sigui K un cos de caracter´ıstica zero. Sigui A = K[[x, y, z]] l’anell de se`ries de pote`ncies
formals en tres variables sobre K. Aleshores, per tot n ≥ 1, existeix un ideal primer Pn ⊂ K[[x, y, z]] tal que





Sigui K un cos de caracter´ıstica zero, amb l’anell dels enters Z inclo`s cano`nicament en K. Sigui Kn
(respectivament K∞) l’espai vectorial cano`nic de dimensio´ n (respectivament ∞) sobre K.






Aleshores el n-e`ssim vector binomial bn en K
∞, esta` definit com: (bn,0, bn,1, ..., bn,n, 0, ...).
Exemples:
· b0 = (1, 0, 0, ...)
· b1 = (1, 1, 0, ...)
· b2 = (1, 2, 1, 0, ...)
Sigui ρm l’aplicacio´ de K
∞ en Km definida per:
ρm(r1, r2, ..., rm, ...) = (r1, r2, ..., rm)
Sigui ρ′m l’aplicacio´ de K
∞ en Km−1 definida per:
ρm(r1, r2, ..., rm, ...) = (r2, r3, ..., rm)
Sigui T = {t1, t2, ..., tm} un subconjunt de nombres enters no negatius tals que t1 < t2 < ... < tm. Sigui
Bt1,...,tm la matriu m×m definida per: Bt1,...,tm = (ρm(t1), ..., ρm(tm)) =
 bt1,0 . . . bt1,m−1. . . . . . . . .
btm,0 . . . btm,m−1
.
Sigui tambe´ iA, la matriu m×m segu¨ent:
iA =

1 0 . . . . . . . . . . . . 0
0 1 . . . . . . . . . . . . 0








0 0 . . . 1 −1 . . . 0








0 . . . . . . . . . . . . 1 0
0 . . . . . . . . . . . . 0 1

, una matriu m×m on la fila (0, ..., 0, 1,−1, 0, ..., 0) e´s la i-e`ssima,





Lema 14.2. Suposem que t1 > 0. Aleshores, Bt1,...,tmAm = Bt1−1,...,tm−1. En particular det(Bt1,...,tm) =
det(Bt1−1,...,tm−1)
67
68 14. VECTORS BINOMIALS
Demostracio´. Com que (a1, ..., am)iA = (a1, ..., ai, ai+1 − ai, ..., am) aleshores, (a1, ..., am)A = (a1, a2 −
a1, a3 − a2 + a1, ...,
m−1∑
k=0
(−1)kam−k) i per tant,
Bt1,...,tmA =

bt1,0 bt1,1 − bt1,0 . . .
j∑
k=0




. . . . . . . . . . . . . . . . . .
bti,0 bti,1 − bti,0 . . .
j∑
k=0




. . . . . . . . . . . . . . . . . .
btm,0 btm,1 − btm,0 . . .
j∑
k=0










)− (n−1i−1) = (n−1i ), e´s a dir: bn,i − bn−1,i−1 = bn−1,i.
Per tant, hem de veure nome´s que
i∑
k=0
(−1)kbt,i−k = bt,i − bt−1,i−1. En efecte:
· i = 0: bt,i = bt,i.
· i = 1: bt,1 − bt, 0 = t− 1 = bt,1 − bt−1,0.
· i > 1: Suposem que el resultat es compleix per a i− 1; e´s a dir:
i−1∑
k=0
(−1)kbt,(i−1)−k = bt,i−1− bt−1,i−2
o que, equivalentment: −
i∑
k=0
(−1)kbt,i−k = −(bt,i−1 − bt−1,i−2). Aleshores
i∑
k=0
(−1)kbt,i−k = bt,i −
i∑
k=0




(−1)kbt,i−k = bt,i − bt−1,i−1 = bt−1,i.
Efectivament, doncs Bt1,...,tmAm = Bt1−1,...,tm−1, i com que det(Am) = 1, la segona part e´s evident.
uunionsq






Demostracio´. Com que b0 = (1, 0, 0, ....), la prova resulta evident. uunionsq











(ti − 1)...(ti − j + 1)
(j − 1)! =
ti
j
bti−1,j−1. Per tant, si en la
matriu: (ρm(b2), ..., ρm(bm)) =
 bt2,1 . . . bt2,m−1. . . bti,j . . .
btm,1 . . . btm,m−1
multipliquem la j-e`ssima columna per j i dividim la i-e`ssima fila per ti+1,
i ho fem per cada fila i columna; obtenim la segu¨ent matriu:
 bt2−1,0 . . . bt2−1,m−1. . . . . . . . .
btm−1,0 . . . btm−1,m−1
=Bt2−1,...,tm−1.
uunionsq
Amb l’ajuda dels lemes que hem provat, dedu¨ım fa`cilment el segu¨ent teorema:
Teorema 14.5. El conjunt {ρm(bt1), ..., ρm(btm)} forma una base per Km.
Demostracio´. Fem induccio´ sobre m:
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· m = 1: ρ1(bt1) = (1), que e´s una base de K.
· Suposem que el teorema e´s cert per tots els enters positius me´s petits que m. Si t1 = 0, aleshores pels
lemes previs, sabem que det(bt1 , ..., bt2) =
t2t3...tm
(m− 1)!det(bt2−1, ..., btm−1). Com que hem suposat cert el
teorema per enters me´s petits que m, aleshores els dos costats de la igualtat so´n diferents de zero.
De nou, suposem inductivament, que el teorema ha estat provat per un cert t1 ≥ 0, considerem
doncs, bt1+1, ..., btm tals que t1 + 1 < t2 < ... < tm. Aleshores, pels lemes anteriors tenim que
det(Bt1+1,t2,...,tm) = det(Bt1,t2−1,...,tm−1). Un altre cop, per induccio´ tenim que els dos costats de la




Distribucions iguals de semigrups
Definicio´ 15.1. Un semigrup e´s un conjunt no buit on hi ha definida una operacio´ bina`ria i associativa.
En aquest cap´ıtol ens centrarem en semigrups dels nombres enters amb la suma.
Definicio´ 15.2. Sigui S un semigrup d’enters positius, el Nombre de Frobenius de S e´s l’enter me´s gran
que no pertany a S, el denotarem per L.
Definicio´ 15.3. Es diu que un semigrup S d’enters no negatius e´s residualment igual distribuit mod n, on
n e´s un enter positiu, si:
Card(S ∩ {i+ nZ} ∩ ZL) = L+ 1
2n
, per tot i
On L e´s el nombre de Frobenius de S.
Proposicio´ 15.4. Siguin n,m ∈ N dos enters positius tals que n divideix m. Aleshores si S e´s residualment
igual distribuit mod m, tambe´ ho e´s mod n.















O`bviament, la definicio´ no se satisfa` generalment per a un subgrup arbitrari S i un enter arbitrari n. Vegem,
pero`, que en certs casos interessants, s´ı que se satisfa`.
Teorema 15.5. Sigui n un enter positiu senar. Aleshores el semigrup S generat per n + 1 i n + 2 e´s
residualment igual distribuit mod n.
Demostracio´. Assumirem com a sabut el resultat segu¨ent sobre semigrups d’enters:
L’enter me´s gran L que no pertany al semigrup generat per n+ 1 i n+ 2 e´s n(n+ 1)− 1.
Vegem primer de tot que S e´s residualment igual distribuit mod1, e´s a dir: Card(S ∩ ZL) = 1
2
(L+ 1).
S = {λ1(n+ 1) + λ2(n+ 2)| λ1, λ2 ∈ N} vegem, doncs, quans d’aquests elements so´n me´s petits que L:
· Si λ2 = 0, hi ha n elements possibles de S menors que L.
· Si λ2 = 1, hi ha n− 1 elements possibles de S menors que L.
· Si λ2 = 2, hi ha n− 2 elements possibles de S menors que L.
...
· Si λ2 = n− 1, hi ha 1 element possible de S menor que L.
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· Si λ2 = n no hi ha cap element possible de S menor que L.






doncs, e´s residualment igual distribuit mod1.
Vegem ara que tambe´ e´s residualment igual distribu¨ıt modn:
Escrivim tots els enters entre 0 i L en la segu¨ent matriu n× (n+ 1):
0 1 . . . n





(n− 1)(n+ 1) (n− 1)(n+ 1) + 1 . . . n(n+ 1)− 1
=(dij) = D
Vegem que, dij ∈ S si i ≥ j: dij = (i− 1)(n+ 1) + (j − 1) = (i− j)(n+ 1) + (j − 1)(n+ 2) ∈ S. A me´s, com
que hi ha exactament
n(n+ 1)
2
elements dij amb i ≥ j, aleshores si i < j, conclu¨ım que dij /∈ S.
Intentem visualitzar el conjunt {k + nZ} a la matriu. Podem assumir que 0 ≤ k < n. Aleshores, els ele-
ments del conjunt so´n els de la forma d1−µ,k+1+µ per µ = 0, ..., k + 1 i els de la forma dk+1−µ,n+1+µ per
µ = 0, ..., n− k.
Hi ha exactament n+1 elements en aquest conjunt, aleshores {k+nZ}∩ZL = {a1,k+1, ..., ak+1,1, ak+1,n+1, ..., an,k+2}.
Dels quals:
· Si k + 1 e´s parell, aleshores els primers k + 1
2
elements no so´n a S, els segu¨ents
k + 1
2




no so´n a S, i els u´ltims
n− k
2




· Si k + 1 e´s senar, aleshores els primers k
2
no so´n a S, els segu¨ents
k
2
+ 1 s´ı que hi so´n, els segu¨ents
n− k − 1
2
no hi so´n i els u´ltims
n− k − 1
2











La construccio´ dels Pn
Per provar el teorema, constru¨ırem expl´ıcitament el conjunt d’ideals primers {Pn}n∈N:




Sigui S el semigrup generat per n+ 1 i n+ 2.
Sigui λ un enter tal que λ > n(n+ 1)m i gcd(λ,m) = 1.
Sigui ρn la segu¨ent aplicacio´:
ρn : K[[x, y, z]]→ K[[t]]
x 7→ tnm + tnm+λ
y 7→ t(n+1)m
z 7→ t(n+2)m
Definim el conjunt d’ideals primeers {Pn}n∈N com segueix: Pn = Ker(ρn). Haurem de veure que so´n ideals
primers i que Pn nescessita com a mı´nim n generadors.
Vegem que Pn e´s primer: Com que Im(ρn) ⊂ K[[t]], i K[[t]] e´s un domini d’integracio´, aleshores Im(ρn)
tambe´ e´s un domini d’integracio´; pero` Im(ρn) ' K[[x, y, z]]/Ker(ρn); per tant, Ker(ρn) = Pn e´s un ideal
primer.
Vegem ara que Pn nescessita com a mı´nim n generadors.
Sigui σ l’aplicacio´ segu¨ent:




Definicio´ 16.1. Sigui σ : K[[x, y, z]] −→ K[[x, y, z]] un homomorfisme i sigui f(x, y, z) ∈ K[[x, y, z]].
Aleshores definim:
· El σ-ordre de f(x, y, z) e´s ord(σf(x, y, z)).
· La forma σ-liderant de f(x, y, z) e´s l’antiimatge per σ de la forma liderant de σf(x, y, z).
· Direm que f(x, y, z) e´s σ-homoge`nia si f(x, y, z) e´s igual a la σ-forma liderant de f(z, y, z) e´s a dir,
si σf(x, y, z) e´s homoge`nia.
Donat un enter no negatiu r, el conjunt de totes les se`ries de pote`ncies σ-homoge`nies d’un σ-ordre fixat
formen un espai vectorial sobre K, al qual denotarem Wr. Sigui dr la seva dimensio´.
Lema 16.2. Els nombres dr so´n finits.
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Demostracio´. Com que ord(σf) ≥ ord(f), aleshores, ∀f ∈ Wr, deg(f) ≤ r per tant, Wr ⊂ {xαyβzγ |
α, β, γ ≤ r}; per tant dr ≤ (r + 1)3. uunionsq
Sigui Ur = Wr ∩K[[y, z]] i sigui er = dim(Ur).
Teorema 16.3. Amb la notacio´ com fins ara, tenim que:
(1) dr =
∑
ei on i ∈ S ∩ {r + nZ ∩ Zr}.
(2) Si r < n(n+ 1), aleshores dr ≤ m.
(3) Si n(n+ s) ≤ r < n(n+ s+ 1) i r < (n+ 1)(n+ 2), aleshores dr = m+ s.
Demostracio´. Els apartats (2) i (3) es dedueixe fa`cilment de l’apartat (1).
(1) Clarament, dr e´s igual al nombre de monomis diferents a Wr. Donat un α, considerem tots els possibles
monomis de la forma xαyβzγ ∈ Wr. Com que el σ-ordre de xαyβzγ e´s r, aleshores αn + β(n + 1) +
γ(n+ 2) = r, i per tant, β(n+ 1) + γ(n+ 2) = r − αn.
Una parella (β, γ) que satisfaci l’equacio´ β(n + 1) + γ(n + 2) = r − α per algun enter no negatiu es
correspondra` amb un monomi de Uβ(n+1)+γ(n+2) = Ur−αn; el monomi yβzγ . Al seu torn, tambe´, tot
monomi de Ur−αn donara` un monomi en Wr, el monomi xαyβzγ .
Propietat clau: Un parell (β, γ) satisfa` l’equacio´ β(n+1)+γ(n+2) = r−α per algun enter no negatiu
α si i nome´s si β(n+ 1) + γ(n+ 2) ∈ S ∩ {r + nZ} ∩ Zr e´s a dir, β(n+ 1) + γ(n+ 2) e´s me´s petit que
r i e´s un multiple de n me´s r.
Finalment, si denotem Wr,α = Wr∩xαK[[y, z]], resulta evident que Wr = ⊕αWr,α = ⊕αUr−αn = ⊕iU i
on i ∈ S ∩ {r + nZ} ∩ Zr.
Aix´ı doncs, dr =
∑
i
ei amb i ∈ S ∩ {r + nZ} ∩ Zr.
(2) Pel primer apartat sabem que dr =
∑
ei on i ∈ S ∩ {r + nZ} ∩ Zr. Pero` ei no e´s res me´s que el
nombre de monomis de la forma yβzγ tals que β(n+1)+γ(n+2) = i. Els monomis venen determinats
un´ıvocament pel parell (β, γ).
Aleshores, si r < (n+ 1)(n+ 2), en particular i ≤ r < (n+ 1)(n+ 2) i per tant, si β(n+ 1) +γ(n+ 2) =
(n+ 1) + δ(n+ 2), tenim que β =  i que γ = δ. Per tant, ei = 1.
Per tant, dr = Card(S∩{r+nZ}∩Zr). Pero` L, el nombre de Fronebius per S e´s L = n(n+1)−1, e´s a
dir, si r < n(n+1) aleshores Card(S∩{r+nZ}∩Zr) ≤ Card(S∩{r+nZ}∩ZL) = L+ 1
2n
= n(n+ 1)2n.






(3) Com que r < (n+ 1)(n+ 2), aleshores la afirmacio´ ei = 1 e´s encara certa. Per tant:
dr = Card(S∩{r+nZ}∩Zr) = Card(S∩{r+nZ}∩ZL)+Card(S∩{r+nZ}∩{L < i ≤ r}) = m+s.
uunionsq
Definicio´ 16.4. Sigui xαyβzγ un monomi. Definim:
· El vector binomial associat: b(xαyβzγ) = (bα,0, bα,1, ..., bα,α, 0, 0, ...).
· El vector binomial m-dimensional associat: bm(xαyβzγ) = ρm(b(xαyβzγ)) = (bα,0, bα,1, ..., bα,α).
bm(x
αyβzγ) ∈ Km.
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· En general, sigui f(x, y, z) ∈ K[[z, y, x]] una forma; aleshores b(f(x, y, z)) = b(forma σ-liderant de
f(x, y, z)). I bm(f(x, y, z)) = ρm(b(f(x, y, z))).
Proposicio´ 16.5. Sigui f(x, y, z) ∈ K[[x, y, z]]. Si f(x, y, z) ∈ Pn, aleshores bm(f(x, y, z)) = 0.
Demostracio´. Sigui r = σ-ordre de f(x, y, z). Aleshores, f(x, y, z) pot ser escrit com g(x, y, z) +h(x, y, z),
on g(x, y, z) e´s la seva forma σ-liderant, e´s a dir, te´ σ-ordre r.
Sigui aαβγx
αyβzγ un terme no nul en l’expansio´ de g(x, y, z).
Sigui aδµx
yδzµ un terme no nul en l’expansio´ de h(x, y, z).
Sigui s = σ-ord(aδµx
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sm+λ + ...+ b,m−1tsm+(m−1) + ...].
Suposem ara que trm+uλ = tsm+vλ, amb u < m. Com que s > r, aleshores, per forc¸a, m > u > v.
trm+uλ = tsm+vλ ⇔ rm + uλ = sm + vλ ⇔ λ(u − v) = m(r − s). Com que hav´ıem suposat, pero`, que
gcd(λ,m) = 1, aleshores λ(u − v) = m(r − s) implicaria que m divideix (u − v), per tant, u − v = pm aix´ı
doncs, u = v + pm ≥ m i aixo` e´s una contradiccio´ amb la hipo`tesi que hem agafat, de que u < m. Per tant,
si u < m, aleshores trm+uλ 6= tsm+vλ.
En altres paraules, els termes de la forma trm+uλ nome´s es poden produ¨ır a partir de formes σ-liderants de
f(x, y, z), i per tant, nome´s es poden cancelar entre ells.
Ara, si trm+uλ = trm+vλ, o`bviament, u = v.
Suposem que:












rm+λ + ...+ bα,m−1trm+(m−1)λ + ...]+
[termes de no interfere`ncia].
Si ρ(f(x, y, z)) = 0 tenim que ∀i ≤ m− 1, ∑ aαβγbα,i = 0, i per tant ∑ aαβγbm(xαyβzγ) = 0. E´s equivalent
a dir que bm(f(x, y, z)) = 0. uunionsq
Sigui Vr = Wr ∩ {formes σ-liderants d’elements de Pn} ∪ {0}. Aleshores, Vr e´s un espai vectorial sobre K.
Sigui Cr la seva dimensio´.
Teorema 16.6. Amb les notacions com fins ara:
(1) Cr = 0 si r < n(n+ 1)
(2) Cr = dr −m si r ≥ n(n+ 1)
(3) Cr = 1 si n(n+ 1) ≥ r < n(n+ 2)
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En particular, el nucli de l’homomorfisme bm : Wr −→ Km e´s Vr.
Demostracio´. Vegem els tres apartats:
(1) Suposem que r < n(n + 1). Sigui {xαyβzγ | αn + β(n + 1) + γ(n + 2) = r} el conjunt de monomis de
Wr. Notem que:
· {xαyβzγ | αn+ β(n+ 1) + γ(n+ 2) = r} forma una base per a Wr.
· Elements diferents d’aquest conjunt tenen diferents index α, ja que r < n(n+ 1).
· bm(xαyβzγ) = ρm(bα).
Per tant, Card({ρm(bα)}) = Card({xαyβzγ | αn + β(n + 1) + γ(n + 2) = r}) = dr ≤ m, pel teorema
16.3.
D’altra banda, pel teorema 14.5, el conjunt {ρm(bα)} i per tant, el conjunt {bm(xαyβzγ)} so´n conjunts
linearment independents.
Aleshores, bm : Wr −→ Km e´s un homomorfisme injectiu, per tant Ker(bm) = 0. Pero` per la proposicio´
16.5, Vr ⊂ Ker(bm), conclu¨ım que Vr = 0.
(2) Suposem que r ≥ n(n+ 1). Hem de veure que bm : Wr −→ Km e´s un homomorfisme exhastiu:
Pel teorema 15.5, Card(S ∩ {r+nZ} ∩ZL) = m, i aquest nombre e´s tambe´ el nombre diferent d’enters
α que satisfan l’equacio´ αn+ β(n+ 1) + γ(n+ 2) = r, amb β(n+ 1) + γ(n+ 2) ≤ L = n(n+ 1)− 1.
Siguin xαiyβizγi , i = 1, ...,m els monomis associats de Wr.
Important: la llista {xαiyβizγi , i = 1, ...,m} no e´s la llista de tots els monomis de Wr.
Com que bm(x
αiyβizγi) = ρm(bαi), aleshores, sabem pel teorema 14.5 que {ρm(bαi)} e´s una base
de Km, i que per tant {xαiyβizγi , i = 1, ...,m} tambe´. (So´n m vectors linealment independents).
Per tant bm : Wr −→ Km e´s exhaustiu, i per tant, dim(Im(bm)) = m. Finalment: dim(Wr) =
dim(Ker(bm)) + dim(Im(bm))⇒ dr = dim(Ker(bm)) +m⇒ dim(Ker(bm)) = dr −m.
Ens queda veure que Ker(bm) = Vr. Si ho veiem, aleshores tindrem que Cr = dr −m.
(3) El tercer apartat tambe´ es resoldra` veient que Ker(bm) = Vr, ja que, com que pel teorema 16.3, sabem
que si n(n+ 1) ≤ r < n(n+ 2) aleshores dr = m+ 1, tindrem que Cr = dr −m = m+ 1−m = 1.
Vegem, doncs, finalment que Ker(bm) = Vr:
Una implicacio´ ja l’hem provada al primer apartat: Vr ⊂ Ker(bm).
Vegem que Ker(bm) ⊂ Vr: Sigui f(x, y, z) ∈ Ker(bm) (recordem que bm : Wr −→ Km), per tant,
σ-ord(f(x, y, z)) = r). Per a veure la segona inclusio´, trobarem una familia d’elements gi(x, y, z)
∀i ≥ rm+mλ, tals que:
(a) ordtρgi(x, y, z) = s ≥ i
(b) ordtρ(gi+1(x, y, z)− gi(x, y, z)) ≥ i
(c) La forma σ-liderant de gi(x, y, z) e´s f(x, y, z)
(d) ord(gi+1(x, y, z)− gi(x, y, z)) ≥ i−mλ
m(n+ 2)
Si trobem aquesta familia {gi(x, y, z)}, aleshores podem definir g(x, y, z) = lim
i→∞
gi(x, y, z), i g(x, y, z)
e´s tal que:
(a) ordtρg(x, y, z) =∞, per tant ρg(x, y, z) = 0.
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(b) g(x, y, z) ∈ Pn.
(c) La forma σ-liderant de g(x, y, z) e´s f(x, y, z).
En altres paraules, Ker(bm) ⊂ {formes σ-liderants d’elements de Pn} ∪ {0}.
Ho farem per induccio´:
· Cas base: Sigui gi(x, y, z) = f(x, y, z) per i = rm + mλ; com que els termes de g(x, y, z) diferents
de la forma σ-liderant, so´n h(x, y, z) = 0, aleshores bm(h(x, y, z)) = 0. Per tant, en ρ(gi(x, y, z))
hi ha nome´s termes de la forma trm+jλ, i com que bm(f(x, y, z)) = 0, aleshores els u´nics ter-
mes, els coeficients dels quals seran no nuls, sera`n aquells termes trm+jλ amb j ≥ m. Per tant,
ordρ(gi(x, y, z)) ≥ rm + mλ = i. O`bviament, la condicio´ (3) tambe´ se satisfa` per aquesta tria de
gi(x, y, z). Les condicions (2) i (4) so´n buides en el cas base.
· Cas inductiu: Suposem que hem trobat gi(x, y, z) que compleix les propietats requerides per a un
cert i ≥ rm+mλ. Sigui ordt(ρgi(x, y, z)) = s ≥ i. Podem assumir que s <∞.
De la prova de la proposicio´ 16.5 n’extraiem que s ∈ uλ+mZ, per exemple s = uλ+pm, amb u < m.
Aleshores:
· s− (rm+ uλ) ≥ rm+mλ− (rm+ uλ) = (m− u)λ ≥ λ > n(n+ 1)m
· s− (rm+ uλ) = (p− r)m > n(n+ 1)m⇒ (p− r) > n(n+ 1)⇒ (p− r) ∈ S ja que n(n+ 1) = L,
el nombre de Frobenius de S.
Per tant, (p − r)m ∈ mS. Com que bm : Wr −→ Km e´s exhaustiu, aleshores existeix un element
h(x, y, z) ∈ Wr tal que bm(h(x, y, z)) = (0, ..., 1, ...0), l’u + 1-e`ssim vector cano`nic de Km. Aix´ı
doncs, ordt(ρh(x, y, z)) = rm+ uλ. Com que s− (rm+ uλ) ∈ mS, aleshores existeixen β, γ tals que
s− (rm+uλ) = m[β(n+ 1) +γ(n+ 2)], o equivalentment, ordt(ρ(yβzγ)) = mβ(n+ 1) +mγ(n+ 2) =
s− (rm+ uλ). Per tant, ordt(ρ(yβzγh(x, y, z))) = s.
Si ordt(ρh(x, y, z)) = rm + uλ, aleshores ord(σh(x, y, z)) = σ-ord(h(x, y, z)) = r. Per tant, σ-
ord(yβzγh(x, y, z)) > r
K e´s un cos, aix´ı doncs existeix un element a que cancela el coeficient del terme de grau me´s baix de
ρ(gi(x, y, z)), que te´ grau s. Per tant, per un a adequat, el terme de grau me´s baix de
ρ(gi(x, y, z)− ayβzγh(x, y, z)) tindra` grau me´s gran que s, i aixo` significa que:
(a) ordt(ρ(gi(x, y, z) + ay
βzγh(x, y, z))) > s ≥ i
(b) ordt(ρ(ay
βzγh(x, y, z))) = a ≥ i
(c) La forma σ liderant de gi(x, y, z) + ay
βzγh(x, y, z) e´s f(x, y, z).
(d) ord(ayβzγh(x, y, z)) ≥ i−mλ
m(n+ 2)
Per tant, definint gi+1(x, y, z) = gi(x, y, z)+ay
βzγh(x, y, z), el proce´s inductiu queda finalitzat. Hem
trobat la famı´lia que vol´ıem, i per tant el teorema queda provat.
uunionsq
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Per a ennunciar el segu¨ent teorema, presentem una nova notacio´. Sigui:




I sigui β = min(β1, β2, β3). Denotem per ωi al conjunt de totes les formes α-homoge`nies de α-ordre i en
K[[x, y, z]].
Teorema 16.7. Sigui Q un ideal de K[[x, y, z]]. Sigui s = min{α−ordres de f(x, y, z)| f(x, y, z) ∈ Q}.




dim(ωi ∩ {formes α-liderants de Q} ∪ {0}) on s ≤ i < s+ β.
Demostracio´. Sigui {g1(x, y, z), ..., gη(x, y, z)} un conjunt generador perQ. Sigui {h1(x, y, z), ..., hη(x, y, z)}
el conjunt de les seves formes liderants.
Sigui, per tot i ≥ s, {hi,1(x, y, z), ..., hi,di(x, y, z)} una base de l’espai vectorial ωi ∩ {formes α-liderants de
Q} ∪ {0}. O`bviament dim(ωi ∩ {formes α-liderants de Q} ∪ {0}) = di.
Sigui, per tot i ≥ s, {fi,1(x, y, z), ..., fi,di(x, y, z)} un conjunt d’elements de Q tals que la forma α-liderant
de fij(x, y, z) e´s hij(x, y, z).
El nostre objectiu e´s veure que podem reordenar {g1(x, y, z), ..., gη(x, y, z)} de manera que:
· {h1(x, y, z), ..., hds(x, y, z)} sigui una base de ωs
· {hds+1(x, y, z), ..., hds+1(x, y, z)} sigui una base de ωs+1
...
D’aquesta manera, es veu clarament que {g1(x, y, z), ..., gη(x, y, z)} te´ com a mı´nim
∑
i
di, s ≤ i < s + β
elements.
Farem servir induccio´:
· Cas base: Veurem que η ≥ ds
· Cas inductiu: Veurem que si η ≥∑
i
di, s ≤ i < s′ i s′ < s+ β, aleshores η ≥
∑
i
ds, s ≤ i < s′ + 1.
Vegem el cas base: Siguin fs,1(x, y, z), ..., fs,di(x, y, z) ∈ Q, com que so´n elements de Q, poden ser generats
com a: fs,j(x, y, z) =
η∑
i=1
ui,j(x, y, z)gi(x, y, z), ∀1 ≤ j ≤ ds.
Com que α-ord(fs,j) = s, i α-ord(gi) ≥ s, aleshores per forc¸a ui,j(x, y, z) so´n elements invertibles de
K[[x, y, z]] e´s a dir, elements de K. Si considerem les formes α-liderants, obtenim que:
hs,j(x, y, z) =
∑
i
ui,jhi(x, y, z) i ui,j = 0 si α-ord(hi(x, y, z)) > s.
Per tant, {hi(x, y, z)} ∩ ωs genera {formes α-liderants de Q} ∪ {0}. Suposem que h1(x, y, z), ..., hds(x, y, s)
e´s una base. Aleshores, podem reemplac¸ar gj(x, y, z) per gj +
ds∑
i=1
aj,igj de tal manera que els nous gj(x, y, z)
tenen α-ordre me´s gran que s.
Aix´ı doncs, hem provat el cas base i hem obtingut que:
· η ≥ s.
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· {h1(x, y, z), ..., hds(x, y, s)} e´s una base de ωs ∩ {formes α-liderants de Q} ∪ {0}.
· ∀j > ds, α-ord(gj(x, y, z)) > s.
Vegem ara el cas inductiu: Suposem que per a un cert s′ hem provat que:
· η ≥∑
i
di, s ≤ i < s′.
· {hj(x, y, z),
s−1∑
i=s
di < j ≤
s∑
i=s
di} e´s una base per ωs ∩ {formes α-liderants de Q} ∪ {0}, ∀s < s.
· ∀j >∑
i
di, s ≤ i < s′; aleshores α-ord(gj(x, y, z)) > s′ − 1.
Volem veure que aleshores aquestes tres hipo`tesis so´n tambe´ certes per s′ + 1 sempre i quan s′ < s + β, ja
que en cas contrari; la demostracio´ ja esta` acabada. Per tant, suposem que s′ < s+ β.
Remarquem que el cas base satisfa` les mateixes hipo`tesis amb s′ = s+ 1.
Com que fs′,j ∈ Q, ∀j = 1, ..., ds′ ; aleshores tenim que fs′,j(x, y, z) =
η∑
i=1
uj,i(x, y, z)gi(x, y, z).
Per altra banda, si i ≤
s′−1∑
i=s
di, aleshores α-ord(gi(x, y, z)) < s








uj,i(x, y, z)gi(x, y, z)) < s
′
no concordarien.
Per tant, si i ≤
s′−1∑
i=s
di, aleshores uj,i(x, y, z) no e´s un element invertible i aleshores α-ord(uj,i(x, y, z)gi(x, y, z)) ≥
s+ β > s′.
Considerant formes α-homoge`nies de α-ordre s′ als dos costats, veiem que:
hs′,j(x, y, z) =
∑
i
uj,i(x, y, z)hi(x, y, z) on i >
s′−1∑
i=s
di; per tant α-ord(hi(x, y, z)) > s
′.
Aleshores, {hi(x, y, z)|
s′−1∑
i=s
di < i} ∩ ωs′ genera ωs′ ∩ {formes α-liderants de Q} ∪ {0}. Hem provat, doncs,
els dos primers punts del cas inductiu.
Finalment, reemplac¸ant gj(x, y, z) per gj(x, y, z) +
∑
i
aj,igi(x, y, z) amb
s′−1∑
i=s
di < i ≤
s′∑
i=s




obtenim nous elements gj amb α-ordre me´s gran que s
′. uunionsq
Finalment, el teorema principal de l’article:
Teorema 16.8. Pn nescessita com a mı´nim n generadors.
Demostracio´. En el teorema 16.7, prenem α = σ i Q = Pn. Aleshores ωr esdeve´ Wr i β = n, tambe´ tenim
que dim(ωi ∩ {formes α-liderants de Q} ∪ {0}) = dim(Vi) = Ci.
Pel teorema 16.6, com que i < n(n+ 1), aleshores Ci = 0 i per tant el mı´nim σ-ordre dels elements de Pn e´s
s = n(n+ 1).
Per tant, de nou pel teorema 16.7, el mı´nim nombre de generadors e´s me´s gran que
s+n−1∑
i=s
Ci, pero` pel una
altra vegada pel teorema 16.6, Ci = 1 si n(n+ 1) ≤ i < n(n+ 2).
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